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Résumé

La conjecture d’Atiyah-Floer consiste en un éventuel isomorphisme d’an-
neaux entre 1’homologie de Floer d’instantons SU(2) d’une 3-sphere d’ho-
mologie entiere orientée Y et I’homologie de Floer d’intersections de lagran-
giennes dans 1’espace de modules d’Atiyah-Bott des connexions plates sur
la surface de Heegaard ¥ d’un scindement de Heegaard de Y ou les deux
lagrangiennes en question sont les classes de jauge de connexions plates sur
Y qui s’étendent a des connexions plates respectivement de part et d’autre
du scindement de Heegaard. 1l existe plusieurs variantes de cette conjecture.
Certaines sont résolues, d’autres non. Cette vaste littérature mathématique
est ici esquissée.

Abstract

The Atiyah-Floer conjecture consists in an eventual ring isomorphism
between the SU(2) instanton Floer homology of an oriented integral ho-
mology 3-sphere Y and the Lagrangian Floer homology in the Atiyah-Bott
moduli space of flat connections over the Heegaard surface X of a Heegaard
splitting of Y where the two considered Lagrangians are the gauge classes of
flat connections on X that can be extended to flat connections respectively
on either side of the Heegaard splitting. There are many variants of this con-
jecture. Some are solved, others are not. This vast mathematical literature is
here sketched.
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’ Contexte \ Auteur/Années \ Principaux acteurs \ Etat actuel
SU(2)-fibré trivial. Atiyah [6] Salamon [109] en cours
Scind. de Heegaard 1987-(7) Wehrheim
d’une SHZ. (111} 1320133 [134]

Eq. ASD avec CBL. (Yoshida [154])
(Lee et Li [80])
(Taubes [123])
SO(3)-fibré non trivial. | Floer [35] Dostoglou démontré
Tores d’applications. 1991-1999 Salamon (version
[35. 136,137,138, [110] | forte)
Muiioz [95]]
SO(3)-fibré non trivial. | Fukaya [55]] Fukaya preuve
Scind. de Heegaard 1993-(?7) 55,156, 157,159, 160] | annoncée
d’une S*HZ. Xu [151] en 2015
Eq. hybride ASD-CR. [57]
Théorie des champs Wehrheim [135]] | Wehrheim en cours
de Floer 2+1+1. 2016-(?) Woodward
Cohomologie de [135, (136,138, 139]
Floer cuiltée.
SO(3)-fibré non trivial. | Duncan [39] Duncan [39, 40, [41]] | en cours
Cobordisme cyclique. 2013-(?)
Cohomologie de
Floer cuiltée.
SU(2)-fibré trivial. Manolescu et Manolescu et en cours
Scind. de Heegaard Woodward [85]] | Woodward [85]]
d’une S’HZ. 2012-(7) Daemi et
Esp. de mod. étendu Fukaya [27]]
de connexions plates.
Homologie d’instantons
symplectique.
U(2)-fibré non trivial. Lipyanskiy [83] | Lipyanskiy [83] en cours
Paires (u(s, 1), As;)- 2014-(?)
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Certains vous parleront de physique mathématique. Déchiffrons ce
grec de cuisine : physis = nature; mathéma = connaissance. Ils se
déclarent ouvertement limiers de la nature, ils suivent sa trace en
reniflant. D’autres écarteront cette idée, horrifiés : ce sont ceux qui
préféerent humer l'ombre des ombres, abstraire du déja abstrait. Abs-
trait par quelqu’un d’autre, forcément : mathématiciens cannibales,
ils ne répugnent pas a se nourrir des idées de leurs prédécesseurs;
ils les assimilent quand elles leur paraissent suffisamment belles et
savoureuses. Leur table est délicieusement et copieusement servie :
pas étonnant s’ils trouvent les mathématiques idéales...

Jean-Marie Souriau [119], p.11.
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1 Introduction

Alors qu’une présentation sur la théorie de jauge commence souvent par :
Soit P — B, un G-fibré principal...

une présentation sur la géométrie symplectique commence souvent par :
Soit (M, w), une variété symplectique...

A la confluence de la théorie de jauge et de la géométrie symplectique se trouve la
conjecture d’Atiyah-Floer'] Elle suggere une possible équivalence entre certains
invariants topologiques. Ces invariants sont respectivement 1’homologie de Floer
d’instantons SU(2) des 3-spheres d’homologies entieres orientées et la cohomolo-
gie de Floer d’intersections de sous-variétés lagrangiennes.

Alors que ’homologie de Floer d’instantons fut motivée par la topologie de basse
dimension et que la cohomologie de Floer lagrangienne et 1’homologie de Floer
hamiltonienne furent principalement motivées par la conjecture d’Arnol’d, les ho-
mologies de Floer subséquentes furent motivées par la conjecture d’Atiyah-Floer :
homologie de Floer symplectique, homologie de Floer d’instantons avec conditions
aux bords lagrangiennes (CBL), homologie de Floer d’instantons symplectiques
et cohomologie de Floer cuiltée.

Cette conjecture est un sentier difficile miné de singularités : les lagrangiennes
considérées sont, méme apres perturbations, immergées et singulieres dans une
variété symplectique singuliere. Ce sont des conditions difficiles pour y définir une
cohomologie de Floer d’intersections lagrangiennes.

Avant de sauter dans la conjecture et ses diverses variantes, je fais deux détours
historiques.

IBien que la paternité de la notion de variété symplectique (M, w) reviendrait 2 Souriau en
1953, c’est Hermann Weyl qui a concocté le mot symplectique (voir [72] p.15). Weyl a de plus
inventé la théorie de jauge [144 (145! 146]. C’est précisément dans un symposium en 1’honneur
de I’héritage mathématique de Weyl en 1987, en pleine confluence jauge / symplectique donc,
qu’Atiyah [6] énoncera la conjecture d’Atiyah-Floer.
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2 Les symplecticiens et les points fixes

En 1912 [4, 18, 21]], Henri Poincaré conjecture que :

Tout homéomorphisme d’une couronne dans elle-méme préservant
son aire ainsi que son orientation et qui fait tourner les deux bords en
sens opposés a au moins deux points fixes.

La méme année, George David Birkhoff en publie la preuve. Ce faisant, la conjec-
ture devient le théoréme du point fixe de Poincaré-Birkhoff, alias dernier théoréeme
géométrique de Poincaré.

En 1965 [[78,,[114], Vladimir Igerovich Arnol’d [2,[3, 4] tente de généraliser ce der-
nier théoréme via trois conjectures, dites d’Arnol’d. Ces conjectures s’intéressent
au nombre minimal de points fixes que peut admettre un difféomorphisme hamil-
tonien d’une variété symplectique. Dénotons une variété symplectique par (M, w),
un difféomorphisme hamiltonien?| par ¢ € Ham(M, w) et le nombre de points
fixes de ¢ par #Fix(¢). En ordre croissant de difficulté, les conjectures s’énoncent
comme suit :

* La conjecture d’Arnol’d pour les tores :
V¢ € Ham(T?", w), #Fix(¢) > 2n + 1

* La conjecture d’Arnol’d faible pour les variétés symplectiques fermées :

dim(M)

V¢ € Ham(M, w), #Fix(¢) > Z be(M, Q)
k=0

* La conjecture d’Arnol’d forte pour les variétés symplectiques fermées :

V¢ € Ham(M, w), #Fix(¢) > mfin #{Crit(f) | f Morse sur (M, w)}

2Voir [[14] pour une description de Ham(M, w).

SUR LA CONJECTURE D’ATIYAH-FLOER 6 NOE AUBIN-CADOT, 9 SEPTEMBRE 2019




Lordre croissant de difficulté mentionné ci-dessus vient du fait que|:

conjecture d’Arnol’d forte
— conjecture d’Arnol’d faible
= conjecture d’Arnol’d pour les tores

— théoréme de Poincaré-Birkhoff

Les conjectures d’Arnol’d sont intimement reliées aux inégalités de Morse. Un
bref rappel s’impose [89]]. Soient :

* M, une variété lisse fermée (i.e. compacte et sans bord) de dimension 7

* f: M — R, une fonction réelle suffisamment différentiable sur M ;
Crit(f) := {x € M : df|, = 0}, I’ensemble des points critiques de f;

H;j := 0,0, f, la hessienne de f sur une carte locale;

Ay := #{val. propres négatives de H;;|,}, 'indice de Morse de x € Crit(f).

Un point critique x € Crit(f) est dit non dégénéré si la matrice hessienne H;;|,
est non dégénérée. L'indice de Morse et la non dégénérescence sont des notions
indépendantes du choix de carte locale pour définir H;;. La fonction f est dite
Morse si tout x € Crit(f) est non dégénéré. Posons c; := #{x € Crit(f) : A, = k}
le nombre de points critiques de f d’indice de Morse égal a k. Posons de plus
by := rangH;(M;Q) le k-ieme nombre de Betti de M. Lorsque f est Morse sur
M, nous avons les inégalités de Morse [91] :

cx = by pour k =0, ..., dim(M)
dim(M) dim(M)

D D=y = Y (=Dfhy
k=0 k=0

k k
Z(—l)k-"c,- > Z(—l)"‘ibi, pour k = 0, ..., dim(M)
i=0 i=0

La premicre famille d’inégalités c; > by est connue sous le nom d’inégalités de
Morse faibles. 11 existe plusieurs preuves des inégalit€és de Morse : a la Marston
Morse (1925) [91], ala René Thom (1949) [124] (M ~ CW-complexe), a la Stephen
Smale (1960) [118]] (M = CW-complexe), a la Edward Witten (1982) [147]].

3Au lecteur impatient de démontrer cette suite d’implications : I’inégalité 22" > 2n + 1 est trop
drastique. Il faut distinguer un dénombrement des points fixes fait avec ou sans multiplicité. Pour
plus de détails a ce sujet, voir [22] a la p.236-237 et [4] a la p.418.
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Les conjectures d’Arnol’d sont soutenues par le fait que celle forte est vraie pour
tout difféomorphisme hamiltonien ¢ qui provient d’'un hamiltonien H autonome
(i.e. indépendant du temps). En effet, puisque 1’ensemble des fonctions de Morse
est dense dans 1’espace des fonctions réelles suffisamment différentiables, pour ¢
provenant d’un hamiltonien autonome, on a :

#Fix(¢) > #Crit(H)

> m}n #{Crit(f) | f Morse sur (M, w)}

En 1982 Charles C. Conley et Eduard Zehnder [24] démontrent la conjecture
d’Arnol’d pour les tores 72", Pour ce faire, ils utilisent I’astuce suivante inspirée de
I’approche variationnelle de Paul H. Rabinowitz [106]. L’ évolution dynamique de
t =0at = 1dun systtme mécanique décrit par un lagrangien L € C*(TQ X R)
est un chemin y € C*([0, 1], Q) aux bouts fixés y(0) et y(1) dans I’espace de
configuration Q qui extrémalise 1’intégrale d’action :

STy] = /[0 | L0000

Lorsque y extrémalise S, il vérifie I’équation d’Euler-Lagrange. Par transformée
de Legendre, un tel systtme dynamique lagrangien peut souvent s’exprimer de
maniere équivalente via un hamiltonien H; € C®(T*Q X R) comme extrémale
v € C*([0, 1], T*Q) aux bouts fixés y(0) et y(1) dans I’espace des phases T*Q de
I’intégrale d’action d’Hamilton-Jacobi :

Suly] = /[ ¥~ H )
0,1

Lorsque y extrémalise Syj, il décrit un segment d’orbite hamiltonienne. L'idée de
Conley et Zehnder fut de restreindre cette intégrale d’action aux chemins y qui
sont a priori périodiques et contractiles. C’est-a-dire, ils définissent Scz comme
restriction de Syj a I’ensemble LM := {y € C°°(S1,M)|[)/] =0¢€ m(M)} ou
M =T*Q. Ce faisant, les extrémales de Scz sont les orbites périodiques de période
I du flot hamiltonien ¢, de H,. Ces orbites correspondent aux points fixes du
difféomorphisme hamiltonien ¢ := ¢; € Ham(M, w). Autrement dit, les chemins
critiques de Scz sont les points fixes de ¢. En généralisant cette construction a
M = T?", qui n’est pas un fibré cotangent, ainsi qu’en remarquant que le gradient

4Et non 1983, voir [84]], p.2.
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de Scz est donné par (VScz)|l, = —Jy — VH,(y(1)), ils arriverent a la preuve
de la conjecture d’Arnol’d pour les tores. Ensuite, certains cas particuliers de la
conjecture d’Arnol’d furent démontrés, entre autres, par Chaperon [22], Fortune
et Weinstein [52]], Sikorav [114]], Weinstein [142], etc[5]

Ouvrons une parenthése. 1’ idée essentielle a retenir est la suivante : un probléme
de topologie symplectique fut résolu par un probleme de type Morse en voyant
une fonctionnelle d’action comme fonction de Morse. Par type Morse entendons
la chose suivante. On considére une paire Morse-Smale (f, g) sur un espace X de
dimension finie ou infinie. En dimension finie, les points critiques de f engendrent
un complexe de chaine (absolument) gradué par I’indice de Morse des points
critiques. L’indice d’un point critique est le nombre de valeurs propres négatives
de la matrice hessienne de f en ce point. Les courbes gradient de f relativement
a la métrique g relient asymptotiquement les points critiques. La différentielle du
complexe dénombre les courbes gradient reliant asymptotiquement deux points
critiques dont I’indice difféere d’une unité. En dimension infinie, la situation est
essentiellement la méme a ceci pres : la notion d’indice absolu perd son sens
puisque le spectre du hessien de f n’est plus forcément borné. L’indice des points
critiques (et donc la graduation) n’est plus absolu mais relatif. Ces indices relatifs
sont définis a 1’aide du concept de flot spectral®] introduit en 1976 par Atiyah,
Patodi et Singer [12]]. Ce faisant, les indices de Morse relatifs sont périodiquement
gradués sur Zy. L’idée d’utiliser des problemes de type Morse en dimension infinie
est a la base des homologies de Floer. Fermons la parenthése.

Avant de continuer, remarquons au passage I’approche quantique d’Edward Witten
en 1982 [[147] a la théorie de Mors A une fonction de Morse f correspond une
famille a 1-parametre de potentiels classiques Vy = ||tV f ||§ sur M. Witten pose

une différentielle déformée d. = e~"/de™/ puis une co-différentielle de de Rham

5Voir les listes d’articles énumérés en [114]] p.49, [44] p.280, [70] p.466, [84] p.2, [62] p.935.

¢Le flot spectral SF(x;) d’une courbe {x;};¢[0,1] en X est par définition la différence entre le
nombre de v.p. strict. négatives de la hessienne (ou une variante auto-adjointe et Fredholm) de f en
Xo qui deviennent strict. positives en x; moins le nombre de v.p. strict. positives de la hessienne de
f en xp qui deviennent strict. négatives en x;. L’indice relatif u(xo, x;) de xo, x; € Crit(f) est par
définition u(xg, x1) := SF(x;) mod 2N. Le modulo 2N découle du fait que le flot spectral dépend
de la classe d’homotopie du chemin x;, considéré (e.g. N = 4 en homologie de Floer d’instantons,
ou encore N = c(m2(M)) en homologie de Floer symplectique de Dostoglou et Salamon). Voir
[107]] pour un formalisme plus précis du « indice Fredholm = flot spectral » de [12]].

"Beaucoup de choses se sont dites sur la théorie de Morse version Witten, voir [49] p.208, [[79]
p-11, [90] p.90, [147] p.670, [19] p.107.
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déformée 6; = €™/ 5e~™/ ainsi qu'un opérateur hamiltonien de type laplacien de
Hodge-de Rham déformé H, = A, = d,6; + 6.d; qui ressemble a celui dans
I’équation de Schrodinger. Dans 1’approximation WKBP| 7 — +o0, a un point
critique de f d’indice de Morse k correspond une unique k-forme diftérentielle
propre (au sens de fonction d’onde propre) d’énergie finie de ’opérateur H-. Les
k-formes différentielles harmoniques sont des superpositions de ces états propres
et sont des générateurs de la cohomologie de de Rham. Witten retrouve ainsi
les inégalités de Morse faibles. Puis, il trouve aussi celles fortes en voyant son
homologie de Morse de maniere "quantique". La différentielle du complexe est,
dans la limite 7 — oo, le flot gradient qui correspond a du tunnellage quantique.

En 1984P| I’oeuvre séminale de Mikhail Gromov [66] introduit en symplectique la
notion de courbe pseudo-holomorphe. Gromov définit I’invariant symplectique de
Gromov qui consiste a dénombrer des courbes J-holomorphes en (M, w) passant
par certains points fixés en M. Il démontre alors que tout ¢ € Ham(M, w) admet
au moins un point fixe lorsque m(M) = 0 ([44], p.280).

En 198719 soit trois ans aprés ’arrivée en topologie symplectique des courbes
J-holomorphes de Gromov, Andreas Floer utilise ces courbes pour définir [46] une
cohomologid!| (de Floel™d) pour intersections de sous-variétés lagrangiennes™]
transverses Lo, Ly C (M, w). Sa cohomologie est dénotée HF;‘ag(M, Lo, L), ou
plus simplement HF}, g(Lo, Ly). Elle est de type Morse. Les générateurs du com-

8Dans I’approx. WKB usuelle c’est la phase et non 1’amplitude de ’'onde WKB qui est déformée.

9Et non en 1985. Voir [34], p.x.

10Et non 1988, voir [6], p.299.

Son opérateur de cobord fait augmenter I’indice. Certains préferent parler de cohomologie de
Floer pour intersections lagrangiennes [46! |88, [109], d’autres d’homologie de Floer pour intersec-
tions lagrangiennes [25}155}157, 161} [80].

120u bien de Fredholm, de Fermi ou de Fock [6], p.291. De maniere générale, on entend par
(co-)homologie de Floer une (co-)homologie de type Morse en dimension infinie.

3En [46]], sa cohomologie est pour le cas particulier mp(M,L) = 0, Ly = L et L} = ¢(L) et
¢ € Ham(M, w). Suivant [61], Yong-Geun Oh tentera de généraliser la construction de Floer a Ly
et L arbitraires et monotones avec nombre de Maslov minimal > 3 mais sa théorie ne satisfera pas
la condition HFLag(M ,L,L) = H.(L;Z). Viendra ensuite une théorie d’obstruction [61]] & ce que
I’homologie de Floer lagrangienne soit définie pour deux lagrangiennes Lo, L C M relativement
spin. La dite obstruction est une limitation a ce que ,ulL’ Lo ulL’ . =0ou ,ulL’ . CE(M,L, L) —
CF(M, L, L) est la différentielle du complexe. Une lagrangienne L est dite sans obstruction si elle
admet un bounding cochain b € CF(M, L, L) [1}[73]. En 2005, Octav Cornea et Francois Lalonde
[25]] définiront la théorie des clusters pour poser une certaine homologie de Floer fine, définie sans
obstruction (en particulier dans un contexte non monotone [[16l)).
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plexe de cochaine sont les chemins critiques de Syy avec CBL Lo et L;. Ces
chemins critiques sont les points d’intersections transverses Ly h L;. L'opéra-
teur de cobord du complexe dénombre les courbes gradient de Syj. Ces courbes
gradient décrivent des bandes J-holomorphes bordées de part et d’autre par
Ly et Ly qui relient asymptotiquement deux points d’intersections. Floer dé-
montre d’abord que la différentielle du complexe vérifie bien 9> = 0. Il dé-
montre ensuite que HFfag(L, ¢(L)) = HFf‘ag(L, L) = H*(L;Z,). Enfin, en posant
(N,wn) = (M X M,wpy @ (—wy)), il considere pour lagrangiennes le graphe
diagonal I'iqg = {(x,x) : x € M} et le graphe I'y = {(x,¢(x)) : x € M} de
¢ € Ham(M, wy). Le graphe Ty peut étre vu comme étant I'y = @(Iiq) pour
#(x,y) = (x, ¢(y)) de sorte que ¢ € Ham(N, wy). Ce faisant :

HF}, (Tia, Ty) = HF, (Tig, $(Ta)) = HF, (Tig, Tia) = H™(Tig, Z2) = H' (M, Z»)

%

Puisque 1’homologie de Floer lagrangienne HFIag(Fid, ') est engendrée par les
points d’intersections lagrangiennes I'iq N I'y et que ces points d’intersections
correspondent aux points fixes de ¢ sur M, il suit que :

#Fix(¢) > Z rang HFﬁg(Fid, Iy) = Z rang H*(M, Z,)
k k

Floer démontre ainsi la conjecture d’Arnol’d faible a coefficients Z, dans le cas
m(M) = 0 qu’il avait annoncé 1’année précédente en [44], ce qui généralise le
résultat de Gromov [66].

En 1988-1989, Floer définit [47, 48] 1’homologid™ (de Floer) pour difféomor-
phismes hamiltoniens ¢ € Ham(M, w). Son homologie est dénotée HF!*™(M, ¢),
ou encore HF™™(M, H). Il s’inspire de la fonctionnelle de Conley et Zehnder Scz
sur I’espace LM des lacets contractiles en M. Au lieu de considérer des lacets,
il consideére des applications i € C*(D? M) qui envoient un disque D? en M.
L’image de la restriction u € C®(S!, M) de ii au bord S' du disque D? est le
lacet contractile de Conley et Zehnder. Floer considere un difféomorphisme ha-
miltonien ¢ = ¢ provenant d’un hamiltonien 1-périodique, i.e. H;+1 = H;. Par le
théoreme de Stokes, la fonctionnelle Scz est équivalente a la fonctionnelle d’action
symplectique perturbéd™|:

Sy(ii) 1= /D o= /S Hy(u(n)ds

14Son opérateur de bord fait diminuer I’indice.
I5La fonctionnelle d’action symplectique non perturbée correspond au cas H = 0.
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Son homologie est de type Morse. Les générateurs du complexe de chaine sont
les (classes d’homotopie relative de) disques critiques de Sy dont le bord est une
orbite hamiltonienne périodique de période 1. Ces (classes de) disques critiques
sont identifiés aux points fixes de ¢;. L'opérateur de bord du complexe dénombre
les courbes gradient de Sy . Ces courbes gradient décrivent des tubes J-holomorphe
(i.e. une trajectoire de lacets) en (M, w) dont les bouts relient asymptotiquement
deux orbites hamiltoniennes périodiques de période 1. Floer démontre d’abord que
la différentielle du complexe vérifie 9> = 0. Il démontre ensuite que 1’homologie
de Floer hamiltonienne HF'™™ (M, ¢) est invariante par isotopie hamiltonienne et
que HF™™ (M, idy) = H.(M;Z,). 11 généralise ainsi sa preuve de la conjecture
d’Arnol’d faible sur Z; au cas des variétés symplectiques fermées et monotones.

En 1995, en formalisant quelques idées de physiciens [[128, 149, [150] portant sur
des modeles-sigma non linéaires généralisant les invariants de Gromov et véri-
fiant une équation de Cauchy-Riemann (CR) perturbée via un terme inhomogene,
Yongbin Ruan et Gang Tian [[108] définissent I’invariant symplectique de Gromov-
Witten (GW) et la cohomologie quantique (QH). La QH est la cohomologie entiere
modulo torsion tensorisée avec un anneau de Novikov [[104]. Elle est munie d’un
cup produit quantique qui en fait un anneau. A torsion pres, bien que la QH et
la I’HF hamiltonienne sont isomorphes a la cohomologie usuelle, leurs produits
respectifs sont différents. La QH est munie du cup produit quantique alors que
I’HF est munie du produit de Donaldson. Il sera plus tard démontré en [[104] que le
produit de Donaldson concorde avec le cup produit quantique via I’isomorphisme
PSS. Bien que les invariants de GW sont le plus souvent utilisés pour étudier la
conjecture de symétrie miroir homologique de Kontsevich [77]], on verra plus bas
qu’ils semblent aussi I’€tre pour étudier la conjecture d’Atiyah-Floer [[134]].

La conjecture d’Arnol’d faible sera démontrée dans le cas semi-positif par Helmut
Hofer et Dietmar A. Salamon en 1995 [71]]. Elle sera ensuite démontrée en toute
généralités indépendamment par Kenji Fukaya et Kaoru Ono [62] en 1996 et par
Gang Liu et Gang Tian [84] en 1998. Les deux preuves utilisent les invariants de
GW. La conjecture d’Arnol’d forte est encore a ce jour une question ouverte.
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3 Pendant ce temps chez les jaugistes

En 1918, Hermann Weyl [144] tente d’unifier I’électromagnétisme (EM) et la
relativité générale (RG) d’Einstein. A la métrique pseudo-riemannienne d’espace-
temps g sur M correspond une réduction structurelle FrPU3 (M) c Fr(M) du
fibré des reperes linéaires tangents Fr(M). L'idée de Weyl est de considérer
plutdt une réduction structurelle moins forte FrO(3X®X) (A1)  Fr(M) ayant
pour groupe structurel O(1,3) X (R, X) au lieu de seulement le groupe de Lo-
rentz O(1,3). Le groupe ajouté (R, x) donne lieu a une composante de plus
a la connexion de Levi-Civita. Cette composante ajoutée est identifiée au 4-
potentiel électromagnétique A. Le choix d’une réduction structurelle additionnelle
Fro03)(M) c FrPU3X®eX) (A1) donne lieu 2 une métrique g sur M. Ce choix, Weyl
I’appellera en 1919 choix de jauge [1435]]. Un changement de ce choix de jauge
donne lieu a une transformation de jauge. Lors d’une transformation de jauge, la
métrique g subit une transformation conforme et le champ de jauge A subit une
transformation de jauge. La théorie de Weyl est enfin démantibulée par Einstein
puisqu’elle prédit que le spectre atomique d’un atome dépend de son passé.

En 1921, puis en 1926, Kaluza [74] et Klein [/5] utilisent aussi implicitement la
théorie de jauge pour unifier 'EM et la RG. La théorie de Kaluza-Klein considére
une métrique sur un U(1)-fibré principal penta-dimensionnel (5D) dont la base est
I’espace-temps 4D. L’équation d’Einstein sur la variété 5D se scinde en I’équation
d’Einstein 4D couplée au tenseur énergie-impulsion EM et en les équations de
Maxwell. De plus, 1’équation d’une géodésique sur I’espace 5D correspond a
I’équation du mouvement d’une particule électriquement chargée sur 1’espace-
temps 4D. Enfin, la théorie de Kaluza-Klein est aussi déboulonnée par Einstein
puisqu’elle prédit que les particules sont approximativement 10%° trop lourdes.

En 1929, Weyl [146] pose les bases de la théorie électromagnétique couplée a une
fonction d’onde ¢ via sa théorie de jauge, mais avec un groupe structurel U(1).
Pour Weyl [146]], p.325 :

It seems to me that it is now hopeless to seek a unification of gravitation
and electricity without taking material waves into account.

Ce n’est alors plus la métrique g qui est couplée au champ de jauge A, c’est la
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matiére ¢ qui est couplée au champ de jauge A [103]. La théorie de jauge EM
U(1) de Weyl est approfondie par Pauli en 1941 [103]. Entre temps, d’autres
théories tentant d’unifier la RG et I’EM font le jour, dont une de Klein en 1938 qui
semble contenir de la théorie de jauge non abélienne [101]. La théorie de jauge
non abélienne fait officiellement son entrée avec la théorie de Yang et Mills (YM)
en 1954 [152]] et I’article d’Utiyama [127].

En 1975, Belavin, Polyakov, Schwarz et Tyupkin publient un article [[15] portant
sur certaines pseudo-particules, nommées instantons de YM, introduites la méme
année par 't Hooft dans le but de résoudre certains problemes en physique nucléaire.
Leur article fait un lien entre les instantons de YM['¥aux classes de Pontrjagin :

Formulas like (3) are known in topology by the name of "Pontryagin
class".

En 1977, Atiyah, Hitchin et Singer annoncent [10] une preuve a paraitre dans [[11]
démontrant que 1’espace de modules des instantons modulo transformations de
jaug pour un SU(2)-fibré principal sur S* de classe de Pontrjagin k > 1 est
de dimension 8k — 3. Leur preuve va grosso modo comme suit. Ils se donnent
un SU(2)-fibré trivial P — R* sur I’espace euclidien R* muni de la métrique
euclidienne canonique. Ils y définissent un instanton de YM comme étant une
connexion™ A € A telle que :

1. la 2-forme de courbure F4 est auto-duale (SD), i.e. xF4 = F4;
2. I’énergie de YM de A est finie, i.e. Sym[A] < oo}
3. la connexion s’éfend a l’infini, i.e. s’éten 2 une connexion sur S%.

16Des minimums locaux de I’intégrale d’action de YM Sym[A] = f Fa N“%xF4, al’époque peu
connue des géometres (e.g. Atiyah n’a fait la connaissance des équations de YM qu’en 1976 [3]]).

17Le groupe de jauge G := {A € Aut(P)|mr o A = 7} est un sous-groupe normal du groupe des
automorphismes Aut(P) := {f € Diff(P)|fo®, = ®,0f,Vg € G,et f € Diff(B) : 7o f = fonx}
de I’espace total P d’un G-fibré principal [76] 7 : P — B d’action de groupe ®@ : G — Diff(P).

BA = {A € QI(P;)|(Dg)"A = Ad, A et A(£®) = & V€ € g} ol £° = (D.)[(€) € X(P).

19La condition 3. n’est pas nécessaire puisqu’elle découle des deux premieres. En effet, d’apres
Thomas H. Parker [102], le théor¢me d’Uhlenbeck [[126] de 1982 (donc 5 ans apres 1’article
d’Atiyah, Hitchin et Singer) disant que les connexions de YM d’énergies finies sur un espace quadri-
dimensionnel n'ont pas de points singuliers isolés implique qu’elles s’étendent, par projection
stéréographique, de R* 4 §* comme connexion d’un SU(2)-fibré pas forcément trivial sur S*.
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Par la théorie de Chern-Weil, faisant un pont entre la courbure d’un fibré et ses
classes caractéristiques, ils relient 1’énergie de YM d’un instanton a la classe de
Pontrjagi du fibré principal P — S*. Ensuite, ils définissent un complexe de
déformation d’instantons elliptique. Enfin, ils utilisent le théoreme de I’indice
d’Atiyah-Singer pour parvenir a leurs fins.

En 1982, Karen K. Uhlenbeck fournit des outils analytiques a la théorie de jauge
non abélienne. Dans le mé€me journal elle publie deux articles. Le premier [[126]
porte sur son théoréme de singularités évitables d’Uhlenbeck permettant I’ exten-
sion des connexions de YM d’énergie finie de R* a tout S*. Ce théoreme est 4 la
théorie de jauge ce que le théoréme de singularités évitables de Gromov [66] est
a la symplectique. Le second [123]] porte sur son théoréme de compacité d’Uh-
lenbeck?T|nécessaire a la compactification de I’espace de modules d’instantons de
YM [131]]. Ce théoreme est a la théorie de jauge ce que le théoréme de compa-
cité de Gromoy? est a la symplectique. Clifford H. Taubes [121] [122] fournira
aussi des outils analytiques a la théorie de jauge concernant les conditions topolo-
giques nécessaires et suffisantes d’un G-fibré principal a I’existence de connexions
irréductibles auto-duales sur ce méme fibré.

La méme année, en 1982, ayant pour but de classifier les fibrés algébriques sur
une surface de Riemann fermée (%, j) par la fonctionnelle d’action de YM en
dimension 2, Atiyah et Raoul Bott [9] établissent un lien entre la théorie de jauge
et la géométrie symplectique. L'espace de modules d’Atiyah-Bott Mg = ﬂg/ Gs
des classes de jauge de connexions plates sur un G-fibré principal Py — X est
un orbifold symplectique possiblement avec singularitég>] L'idée est la suivante.
L’espace des connexions Ay posséde une structure symplectique faiblg?#|naturelle

20Ici donnée par k[A] := 8# f Fao A® F4 ou lintégration est prise de maniere équivalente
sur R* ou §* et ol k € I'°(®2AdP*) vient d’une forme bilin. non dégén. Ad-équivariante k¥ €
C*(P, ®29*), e.g. «¥ = K la forme de Killing. Le nombre k € Z est aussi dit nombre d’instanton.

21Qui dit essentiellement que sur G < P — (X* g) compact foute suite de connexions de
YM dont I’énergie de YM est bornée est G-équivalente a une suite qui admet une sous-suite
C*-convergente [|131].

22Qui dit essentiellement que sur (M, w, J) compacte foute suite de sphéres J-holomorphes dont
I’énergie symplectique est bornée posséde une sous-suite qui converge faiblement a une sphére
J-holomorphe bouillie (ébullitionnée ?) (i.e. un arbre de spheéres) [S7]].

23Pour G = SU(2) il y a des singularités. Pour certains SO(3)-fibrés non triviaux il n’y en a
pas [35L197]. Voir [L17] pour une description des singularités en termes d’espaces symplectiques
stratifiés.

24j.e. la musicalité bémol symplectique w| : TaAsy — T W As est injective.
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qui fait de Ay une variété symplectique de dimension infinie. Le groupe de jauge
G> agit de maniere hamiltonienne sur Ay. L’application moment correspondante
u: Az — Lie(Gy)" a pour valeur en A € Ay la courbure F4 vue comme élément
de I’espace dua]. Lie(Gz)*. L'ensemble ﬂﬂ des connexions plates correspond
a la préimage u~'(0). L’espace de modules Mﬂ est une réduction de Marsden-
Welnstelr. u~1(0)/Gx [86]]. La structure symplecthue sur Ay passe au quotient
et donne a la partie réguliere de 1’espace possiblement singulier Mg une structure
symplectique. L' espace Mg est de dimension ﬁni

En 1988 [45]], Floer définit 1I’homologie (de Floer) d’instantons SU(2) des 3-
sphéres d’homologies entiéres orientées. Son homologie est dénotée HF™Y(Y).
Elle est de type Morse. La « fonction de Morse » est ici la fonctionnelle de
Chern- Simon@ Scs : Ay — R définie sur I’espace Ay des connexions sur un
SU(2)-fibré principal (forcément trivial?®) Py — Y sur une 3-sphére d’homologie
entler' Y Les points critiques de Scs sont les connexions plates A € .?(ﬂ C Ay.
Le complexe est engendré par les classes [A] € M? de connexions plates ir-
réductibles®’] L’intérét de ne considérer qu'une 3-spheére d’homologie entiére Y
est que la seule classe de jauge de connexions plates réductibles est celle de la
connexion triviald>?| (que 1’on peut négliger et que 1’on néglige). Les courbes gra-

25Via I’identification Lie(Gs ) = Q°(Z; AdPs) et via I’appariement de dualité naturel donné par
intégration Q%(Z; AdPy) x Q°(Z; AdPs) — R; (17, ¢) > /z n A

26 Attention : seule la composante identité connexe (Gx )y < Gy agit de maniére hamiltonienne.

27dimp /\/(ﬂ 2(g—1)dim G pour g > 2 le genre de X et G compact et simplement connexe. Les
genres g € {0 1} causent des problémes puisque toutes les représentations 71(X) — G sont alors
réductibles [8]], p.25. Plus bas on considérera pour groupe structurel SU(2) ou SO(3) (qui n’est pas
simplement connexe) et I’on prendra alors pour acquis que dimg Mﬂ 6g 6 pour g > 2.

28]a fonctionnelle de Chern-Simons Scs[A fy Tr( Ay NdA, + 3 A A Ay NAy) West pas
une véritable fonction de Morse puisque ses pomts critiques (les connex10ns plates) sont dégénérés
sur Ay. Il faut quotienter par le groupe de jauge pour avoir des points critiques non dégénérés. La
fonctionnelle de Chern-Simons passe au quotient mais devient une fonction non plus réelle mais a
valeurs en le cercle. Cette fonction 2 valeurs en S' peut encore avoir des points critiques dégénérés.
On perturbe alors cette fonction pour avoir une véritable fonction de Morse a valeurs S 1 39].

29Sachant que SU(2) =~ S3 et que 7x(S3) = {0} pour k = 0, 1,2, I'image du 2-squelette de ¥ en
SU(2) par les applications de recollement s’homotope a I’identité e € SU(2).

30i.e. une 3-variété fermée qui a la méme homologie entieére qu'une 3-sphere.

31Une connexion A € A est dite irréductible si son groupe d’holonomie H agit de maniere irré-
ductible sur la représentation canonique du groupe matriciel G. Pour G = SU(2), A est irréductible
si et seulement si le groupe de jauge G agit localement librement sur cette connexion [33].

32Donnée une section trivialisante globale s, : ¥ — Py du fibré trivial Py, la connexion triviale
est celle telle que A, 1= s;,A=0¢€ Q!(Y;g), i.e. dont le graphe Iy := s,(Y) C Py est horizontal.
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dient de Scs reliant asymptotiquement deux connexions plates sur ¥ décrivent un
instanton de YM sur X = Y X R. La graduation relative est sur Zg et définie en
termes de flot spectral. La motivation premiere de Floer a définir son homologie
d’instantons était la suivante. Bien qu’en dimension 4 les structures différentielles
des variétés topologiques ne sont pas toutes équivalentes (par Donaldson [28]), en
dimension 3 les structures différentielles sont toutes équivalentes. Ainsi, un inva-
riant différentiel, tel que la représentation holonomie du nr1(Y) via des connexion
plates irréductibles est un bon candidat pour étudier le groupe fondamental des
3-variété{>3 En particulier, ’holonomie d’une connexion plate SU(2) détecte 1" as-
pect non abélien du 7;(Y). Philosophiquement parlant, Floer s’est inspird>4 de la
vision quantique de Witten de la théorie de Morse : les fonctions d’ondes de Wit-
ten (i.e. des k-formes différentielles) sont ici des connexions plates qui jouent le
role d’états fondamentaux d’une théorie des champs quantiques et le funnellage
quantique d’un état fondamental a un autre est ici un instanton de YM reliant
asymptotiquement deux connexions plates.

A partir d’ici, les homologies de Floer subséquentes décrites dans
le présent document ne sont plus tant motivées par la conjecture
d’Arnol’d ou la topologie de basse dimension que par la conjecture
d’Atiyah-Floer et ses variantes (que j énoncerai sous peu,).

Avant de passer a la conjecture d’Atiyah-Floer et ses variantes, révisons rapidement
le produit de Donaldson associatif que Donaldson a donné a I’homologies de Floer
hamiltonienne, a la cohomologie de Floer lagrangienne et a I’homologie de Floer
d’instantons [31, 55,109, [110]. Ils sont induits au niveau des (co-)chaines par un
produit non associatif.

homom.

33Posons Hom(7;(Y),SU(2)) := {p : n;(Y) ——— SU(2)}. L'espace de modules Mf‘, des
connexions plates SU(2) sur Y connexe peut étre interprété comme étant la variété des caractéres
R(Y) := Hom(m(Y),SU(2))/SO(3) ot SO(3) agit par conjugaison. De méme, la variété des
caractéres R(X) = Hom(xr;(X), SU(2))/SO(3) d’une surface connexe X correspond a Mg. Ce
faisant, M = R(Y) et M = R(Z). L'équivalent irréductible est Mg’* =R*(Y)et Mg’* = R*(2).

34Inspiré au sens large. L’ homologie HF™!(Y) ne donne pas ’homologie de Morse usuelle.
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4 Produit de Donaldson sur les homologies de Floer

Produit sur ’homologie de Floer hamiltonienne :

Ladifférentielle du complexe de Floer hamiltonien dénombre les fubes J-holomorphes
u: R x S'" — M reliant asymptotiquement deux courbes intégrales 1-périodiques
du champ vectoriel hamiltonien Xy, sur (M, w).

Ve
T ol
w
Rl S e
1 2

Le produit de Donaldson :
HF}"™(M. ¢1) ® HE"™ (M, ¢2) — HE"™(M, ¢2 © $1)

ol @1, P2, pro¢p; € Ham(M, w), est donné en dénombrant les paires de pantalons J-
holomorphes reliant asymptotiquement trois orbites 1-périodiques (de ¢1, ¢, et po0
¢1). Ces paires de pantalons sont I’image de paires de pantalons CP! \{Dy, D1, D3},
ou Dy, D; et D, sont des petits disques, de telle sorte qu’il y ait deux entrées et
une sortie.

N
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Produit sur I’homologie de Floer lagrangienne :

La différentielle du complexe de Floer lagrangien dénombre les bandes J-holomorphes
u: Rx[0,1] — M avec CBL et qui relient deux points d’intersections lagrangiens.

Le produit de Donaldson :

HFi“ag(M, Lo, L1)® HFi"ag(M, L, L) — HFi“ag(M, Lo, L)
ou Lo, Ly, L, sont des lagrangiennes en (M, w), est ici donné en dénombrant des
triangles J-holomorphes avec CBL qui relient trois points d’intersections lagran-
giennes. Ces triangles sont I’image de surfaces demies paires de pantalons. Une
demie paire de pantalon est une paire de pantalon coupée sur la hauteur de telle
sorte qu’il y ait deux entrées et une sortie.

SUR LA CONJECTURE D’ATIYAH-FLOER 1 9 NOE AUBIN-CADOT, 9 SEPTEMBRE 2019



Produit sur ’homologie de Floer d’instantons :

La différentielle du complexe de Floer d’instantons dénombre les instantons de
YM sur le cobordisme trivial X = Y X R qui tendent asymptotiquement vers des
connexions plates a t — +co.

X:y3%R

A ——
- (.-' —>

Y*x§o}

Le produit de Donaldson :

HF"™ (Y |E|71) ® HF™'(1; lg?z) — HF™(Y I572)

ou Y, Y1, Y» sont des corps a anses orientés tels que dYy = dY; = 9Y, = Z et ou Y,
et Y» dénotent ’orientation opposée, dénombre les instantons sur le cobordisme
paire de pantalons (i.e. un cobordisme a trois branches : deux entrées et une sortie)
qui tendent asymptotiquement a des connexions plates sur chaque branche.

Il est maintenant temps d’énoncer la conjecture d’Atiyah-Floer.
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5 Conj. d’AF (version Atiyah [6])

5.1 Mise en contexte
Nous voici confrontés a trois homologies de Floer :

« HFY™(M, ¢), I’'homologie de Floer hamiltonienne ;

. HFLag(M , Lo, L1), ’homologie de Floer lagrangienne ;

» HF"™'(Y), I’homologie de Floer d’instantons SU(2) pour 3-sphéres d’homo-
logies enticres orientées.

Le lien entre I’homologie de Floer hamiltonienne et celle lagrangienne (ainsi
que celle pour applications symplectiques, définie plus bas) est éviden{?3] Mais
y a-t-il un lien entre les homologies de Floer du c6té symplectique et celle du
coté instantons ? En 1987, Atiyah® conjecture que oui [6]. Avant d’énoncer sa
conjecture, dite conjecture d’Atiyah-Floer (AF), munissons-nous de :

* Y, une 3-sphere d’homologie enticre orientée.
* Py — Y, un SU(2)-fibré principal (forcément trivial) sur Y.
Y=Y, Ig Y;, un scindement de Heegaar de Y en deux corps a anses Yy, ;.

. Mg = ﬂg /Gs, l'orbifold symplectique singulier de la surface X.

e Lo, L) C ﬂg, les ensembles de connexions plates sur X qui s’étendent
respectivement de part et d’autre a des connexions plates sur les corps a
anses Y et ¥1. Ce sont deux sous-varié€tés lagrangiennes de Ay qui passent
au quotient et définissent deux sous-variétés lagrangienne Lo, Ly C Mg.

35Attention : bien que I’HF hamiltonienne est un cas particulier pour ¢ hamiltonien de I’'HF
symplectique et que I’HF symplectique est un cas particulier de I'HF lagrangienne (en considé-
rant les intersections lagrangiennes des graphes lagrangiens I'y et Iig en (M X M, w & -w)), la
construction de ces trois HF est différente et repose sur des conditions différentes. En particulier,
selon [61], I’HF symplectique est loin d’étre équivalente a celle lagrangienne.

36Selon [[130]], p.7, la conjecture viendrait non seulement d’Atiyah mais aussi de Floer.

3711 suffit de se donner une fonction de Morse f : Y — R, de choisir une valeur réguliere r de f,
de définir la surface plongée X := f~!(r) c YetdedéfinirYy := f~'(]J—oo,r])etY; := f~1([r, +o0]).

38Selon [73]], p.2, elles sont immergées. Selon [135]] elles ont des singularités. Soit ¢* : R(Y;) —
R(Z)induite par¢ : ¥ — Y. Ici, L; = ¢*(R(Y;)) € R(X). Selon [55]], milieu de p.4, les lagrangiennes
L; sont des sous-variétés singulieres et I’application ¢* est injective. Mais au bas de la p.4 et haut
de p.5 il est dit que ¢* est, méme apres perturbation, qu'une immersion et non un plongement.
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5.2 Enoncé de la conjecture d’Atiyah-Floer

Ayant ces données en main, ce qu’Atiyah conjecture en [6]], p.293, se résume a :

Soit Y une 3-sphére d’homologie entiére orientée et Y = Y li’ Y] un
scindement de Heegaard. Il est alors raisonnable de conjecturer que
les groupes d’homologies de Floer HFLag(Mﬂ, Lo, Ly) coincident, en

faisant attention aux singularités de MU, avec les groupes d’homolo-
gies de Floer HF™\(Y) d’instantons SU(2).

Atiyah soutient alors sa conjecture par les deux remarques suivantes :

1. Les classes de jauge de connexions plates sur Y sont a la fois les générateurs
du complexe de Floer d’instantons et a la fois les générateurs du complexe
de Floer d’intersections lagrangiennes :

RY) =R UY)=R)NRM) C REZ)

2. Donnons a la surface de Heegaard £ une métrique riemannienne g et a
2x[0,1] xR lamétrique g = g+dsQ®ds+dr®drou (s, t) € [0, 1] xR. Une
connexion sur £ X [0, 1] X R s’écrit A = Ay + ¢5,ds + Y ,dt pour Ay, sans
ds ni dt. I’équation anti-auto-duale (ASDP®) %, 4 = —F est équivalente a

*gFAS,, = ‘1022 - ‘:bg,st) - [(Ps,ta '/’s,t] et *g (dAS,t‘;Os,t - AS;)) = dAS,,l/’s,t - Ag? ou
*z est une structure complexe sur Ay. Lorsque ¢;; = ¢, = 0, ou lorsqu’on
fait dégénérer la métrique*™| sur X, 1’équation ASD devient 1’équation de
CR d’une bande x3-holomorphe Ay, en ﬂg. Ce faisant, les instantons ASD
correspondent a des bandes xz-holomorphes qui relient asymptotiquement
at — *oo les points d’intersections lagrangiennes Ly N L. Donc, il doit
raisonnablement y avoir une correspondance entre 1’homologie de Floer
d’instantons et I’homologie de Floer d’intersections lagrangiennes.

La version forte de la conjecture d’AF stipule qu’il existerait non seulement un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre les homologies de Floer mais un isomor-
phisme d’anneaux pour le produit de Donaldson sur ces homologies [31]].

39En 1983, Donaldson délaisse les connexions SD [28]] au profit des connexions ASD [30].
40 Atiyah [6], p.293, suggere d’étirer le cou de £ x [0, 1] C Y sans expliciter la déformation.
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5.3 Trois remarques

Remarque : J’entendrai par conjecture d’AF proposée par Atiyah celle ayant pour
contexte un scindement de Heegaard d’une 3-sphere d’homologie entiere orientée
et G = SU(2).

Remarque : La conjecture d’AF proposée par Atiyah n’est pas bien définie. En
effet, poser une bonne définition de HE“$ (M Lo, L) sur I’espace singulier M
reste, encore a ce jour, une question ouverte.

Remarque : L’isomorphisme conjecturé doit étre indépendant du scindement
de Heegaard. Différents scindements donnent lieu a différentes lagrangiennes. La
conjecture donnerait donc aussi lieu a un isomorphisme entre homologies de Floer
d’intersections lagrangiennes pour diverses lagrangiennes ([[134], p.22).

5.4 Avancées de Taubes, de Yoshida et de Lee et Li

En 1990, Taubes [[123] a démontré que la conjecture d’AF est vraie au niveau de
la caractéristique d’Euler. Plus précisément, les caractéristiques d’Euler des deux
homologies de Floer concordent avec le double de I'invariant de Casson de Y
([134] p.1, [153] p.278).

En 1992, Yoshida [[154] a, selon [54]], analysé les intersections lagrangiennes en
I’orbifold singulier Mg. Il a établi des conditions nécessaires a la définition de
HF}flg (Mﬂ, Lo, Ly). 11 a aussi démontré que, lorsque ces conditions sont satisfaites,
la conjecture d’Atiyah-Floer est vraie (voir le théoreme 5.5 a la p.78 de [54]).
Hélas, je n’ai pas trouvé le préprint de Yoshida donc ne peut en dire plus.

En 1995, Lee et Li [80]], p.23, définissent en préprint une homologie de Floer
d’intersections lagrangiennes HFLag(R*(YO), R*("); R*(Y2)), ou Y» = X x [0, 1],
dans I’espace de modules R*(X) des connexions SU(2) irréductibles pour un
scindement de Heegaard ¥ = Yj Ig Y1. Leur théoréeme principal stipule qu’en

perturbant ’équation CR et celle ASD, on obtient I’isomorphisme HF™{(Y) =
HF™8(R*(Y,), R*(11); R*(Y»)). Selon [55], p.4, le préprint [80] de Lee et Li ne fait
qu’annoncer une preuve de la conjecture d’Atiyah-Floer. Continuons avec I’ap-
proche de Salamon et Wehrheim.
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5.5 Avancées de Salamon et Wehrheim

En 1992, Salamon [[109] présente en détails la conjecture d’Atiyah-Floer proposée
par Atiyah. Le programme qu’il propose pour la résoudre est en deux étapes :

1. Définir I’homologie de Floer d’instantons SU(2) avec CBL.
2. Démontrer la conjecture d’Atiyah-Floer par limite adiabatique.

Résolution de la premiére étape :

En 1992, Salamon [109], entame la définition*!|de 1’homologie de Floer d’instan-
tons SU(2) avec CBL L qu’il dénote HF™Y(Y, £). C’est-a-dire, donné un SU(2)-
fibré principal (trivial) Py — Y sur une 3-variété Y a bord X = 9Y, il considere
les connexions ASD sur Y X R telles que leur restriction a £ X {t} ¢ ¥ xR
repose en une certaine lagrangienne Gy-invariante £ C ﬂg fixée. Le but de I’ho-
mologie de Floer d’instantons SU(2) avec CBL est de déplacer le probleme des
singularités des lagrangiennes en Mg a des problemes de transversalités ([134],

p-3). Salamon poursuivra son programme avec, entre autres, Katrin Wehrheim
(111,130,132, 133, [134].

En 2004, Wehrheim [132] établit, sous certaines conditions, des propriétés de
compacité et de régularité ainsi que la théorie Fredholm. La méme année, en [133],
elle complete les fondements analytiques de I’homologie de Floer d’instantons
SU(2) avec CBL (quantification de I’énergie, compacité, singularités évitables).
La définition complete de I’homologie de Floer d’instantons SU(2) avec CBL sera
entiecrement décrite en 2008 [111]. La premicre étape du projet de Salamon est
alors franchise.

Vers une résolution de la seconde étape ?

Maintenant que I’homologie de Floer d’instantons SU(2) avec CBL est bien définie
(sous certaines conditions), en 2005 Wehrheim [134]] commence a s’attaquer a la
procédure de limite adiabatique proposée par Salamon [109] en 1992. Donné un
scindement de Heegaard ¥ = Y |§| Y1, I'idée est de démontrer les deux isomor-

4l Entamer une définition au sens ou la définition d’une homologie de Floer particuliere consiste
en fait 2 démontrer un théoréme stipulant que 42 = 0.
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phismes suivants en utilisant deux limites adiabatiques différentes :

HE(Z x [0, 1], Ly, x Ly,) = HE*(Y)
HFiﬂSt(Z X [07 l]a LY() X LY]) = HFiag(Mg, LY()a LY])

Ici, HF™Y(Z x [0,1], Ly, x Ly,) est ’'homologie de Floer d’instantons SU(2)
avec CBL, HF™YY) est ’homologie de Floer d’instantons SU(2) usuelle et
HFLag(Mﬂ, Ly, Ly,) est I’homologie de Floer d’intersections lagrangiennes (en-
core a définir). Démontrer ces deux isomorphismes démontrerait, transitivement,
la conjecture originale d’Atiyah-Floer SU(2) pour scindements de Heegaard :

HF™\(Y) = HFYS (ML, Ly, Ly,)

Encore une fois, la version forte de la conjecture demanderait de démontrer que
les isomorphismes préservent le produit de Donaldson.

Selon Wehrheim, bien que le premier isomorphisme est accessible, le second 1’est
drastiquement moins. L’ homologie de Floer d’intersections lagrangiennes n’est
toujours pas définie sur I’espace singulier Mg. Ce que propose Wehrheim en
[134] est de passer par I’équation de vortex symplectiqud®|en As et les invariants
de Gromov-Witten en Mg (23, 163]]. En [63], les courbes J-holomorphes qui
vivent dans un quotient symplectiquef*3| sont vues comme limites adiabatiques de
solutions a I’équation de vortex symplectique sur I’espace total. Une telle approche
pourrait, via une éventuelle cohomologie quantique de M1, permettre de définir
une homologie de Floer pour intersections lagrangienne dans I’espace singulier
Mg en faisant correspondre les courbes J-holomorphes en Mg aux solutions de
I’équation de vortex symplectique sur Asy.

L aspect singulier de Mg est un réel probleme. Plusieurs variantes de la conjecture
ont été proposées justement dans le but d’éviter ce probleme. Epluchons maintenant
ces variantes.

“2Voir [88]] p.487, [134] p.22, [53]] p.38, [63] p.129, [151] p.5 et [23] p.2.
43]ci la réduction de Marsden-Weinstein Mg = 1~ 1(0)/Gx discutée plus haut.
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6 Conj. d’AF (version Floer [35])

6.1 Deux nouvelles homologies de Floer

En 1992, Dostoglou et Salamon [35] définissent*¥|1’ homologie de Floer d’instan-
tons SO(3) dénotée HF™\(Y, Py). Au lieu d’un SU(2)-fibré principal trivial sur
une 3-sphere d’homologie entiere Y, ils considerent un SO(3)-fibré principal non
trivial Py — Y sur une 3-variété fermée Y qui n’est pas une 3-sphere d’homologie.
Puisque SU(2) est un double recouvrement de SO(3), 1a graduation de HF™'(Y, Py)
est sur Z4 et non Zg [54].

Toujours en 1992, Dostoglou et Salamon [35] définissen{*|1’homologie de Floer
(pour les points fixes d’une application) symplectique HF, "P(M, ¢) des varié-
té€s symplectiques (M, w) simplement connexes, compactes et monotones. L"ho-
mologie de Floer symplectique généralise I’homologie de Floer hamiltonienne
en considérant désormais des symplectomorphismes ¢ € Symp(M,w) qui ne
sont plus forcément exacts ni isotopes a 1’identité. Le complexe est engendré
sur Z, par les points fixes de ¢. La différentielle du complexe dénombre les
courbes Js-holomorpheg*|u : C — M reliant asymptotiquement les points fixes
x* € Fix(¢), i.e. lim;4co u(s, 1) = x*, soumises a la condition de périodicité
u(s + 1,1) = ¢(u(s, t)). Lhomologie HF;"™P(M, ¢) est invariante sous isotopie
symplectique. Sa caractéristique d’Euler est le nombre de Lefschetz de ¢. Dosto-
glou et Salamon remarquent que I’utilisation d’un anneau de Novikov*’| pourrait
étendre HF,”"P(M, ¢) aux variétés symplectiques non simplement connexes.

44En fait, Floer avait non seulement défini I’homologie de Floer d’instantons SU(2) en [45]],
mais aussi celle SO(3) en [50]]. Néanmoins, ce manuscrit circa 1989 est inachevé.

45Selon Francgois Laudenbach [78]], c’est Dostoglou et Salamon [35] qui ont introduit I’homologie
de Floer symplectique. Selon Fukaya [54], elle fut introduite en parallele par Yoshida [154].
L’homologie de Floer symplectique sera explicitement calculée en 1996 par Paul Seidel [112] pour
le cas des twists de Dehn le long d’une multi-courbe.

46ie. Osu(s,t) + Js(u(s, t))ou(s,t) = 0 ot J; € J(M,w) est une famille lisse de structures
presque-complexes w-compatibles (i.e. g7, := w(-, Js - ) struct. riem.) vérifiant J; = ¢* Jo41.

47Selon Ruan et Tian [[108]], I'idée d’ utiliser un anneau de Novikov en symplectique (en particulier
dans un contexte d’homologie de Floer) fut introduite par Hofer et Salamon [71]]. Salamon et Hofer
indiquent que leur idée est inspirée d’une remarque de Floer en [48], p.579. Floer y indique pour sa
part que sa remarque est inspirée de la thése de Jean-Claude Sikorav [[115]] et de I’article original
de Novikov [98]]. Novikov avait posé son anneau dans le but de définir une théorie de Morse
pour fonctions a valeurs S', i.e. pour 1-formes différentielles fermées entieres. Une telle situation
apparait, par exemple, en HF d’instantons et en HF symplectique [[116]].

SUR LA CONJECTURE D’ATIYAH-FLOER 26 NOE AUBIN-CADOT, 9 SEPTEMBRE 2019




Alors que Floer avait introduit ses (co-)homologies (de Floer) lagrangiennes et
hamiltoniennes dans le but de s’attaquer a la conjecture d’Arnol’d, I’homologie
de Floer symplectique et celle d’instantons SO(3) de Dostoglou et Salamon furent
motivées par une autre conjecture : celle d’Atiyah-Floer proposée par Floer, alias
conjecture d’Atiyah-Floer pour les tores d’applications.

6.2 Enoncé de la conjecture

La conjecture d’Atiyah-Floer proposée par Atiyah est particulierement embétante :
I’espace Mg est singulier. Floer propose alors a Dostoglou et Salamon [35] une
variante de la conjecture originale qui semble plus accessible. Munissons-nous
des données suivantes :

* Donnons-nous une surface £ fermée de genre g > 2.

* Donnons-lui I'unique SO(3)-fibré principal 7 : Ps — Z non trivial.

* Considérons I’espace de modules Mg = ﬂg /(Gx)o ou (Gx)o est la compo-
sante identité de Gx. En utilisant les résultats de Newstead [97], Dostoglou
et Salamon [335]], p.19-20, montrent que Mg est une variété symplectique
sans singularités, compacte, connexe, simplement connexe, de dimension
6g — 6 qui vérifie ﬂg(Mg) =Z.

« Donnons-nous un automorphisme f € Aut(Ps). Il lui correspond un difféo-
morphisme f € Diff(X) donné par 7o f = f o 7.

« Lapplication f € Aut(Ps) induit, par rappel, un syrnplectomorphism é 7
de Ay qui induit a son tour un symplectomorphisme ¢ 7 € Symp(ME, w),
défini par ¢ ([A]) := [¢}A] pour A € Al

* Les applications f et f induisent des fores d ’application:
Yri=(XZxR)/~ ot (x,5)~(f(x),s+1), V(x,s) eZxR
Py, :=(Pz xR)/~ ou (as)~ (f(a),s +1), VY(a,s) € PsxR
* Considérons I’homologie de Floer d’instantons SO(3) HkanSt(Yf, Py,).

4811 est aussi possible [64, [109] de considérer 1’action de groupe symplectique du groupe des
classes d’applications MCG(X) := Aut(X)/Auty(X) sur Mg qui préservent I’orientation de X.

49En [35} 136} 137, [109] Dostoglou et Salamon disent « mapping cylinder ». Mais dans les faits,
ils considerent un fore d’application et non un cylindre d’application [68]] (la bonne terminologie
sera adoptée cinq ans plus tard en [110]). Remarque : I’avantage de considérer (Ps X R)/~, au lieu
de (Pg x [0, 1])/~ pour (a, 0) ~ (f(a), 1), est de ne pas avoir le bord de Ps x [0, 1] dans les jambes
lorsqu’on représente les connexions sur Py, par des connexions périodiques sur Py X R.
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Ayant ces données en main, la conjecture d’AF pour les tores d’applications™|
consiste en un éventuel isomorphisme entre 1’homologie de Floer d’instantons
SO(3) d’un tore d’application et ’homologie de Floer symplectique :

HE™(Yy, Py,) = HEY"™ (M3, ¢ )

Tout comme pour la conjecture d’AF proposée par Atiyah, une version forte de la
conjecture d’AF pour les tores d’applications est que I’isomorphisme conjecturé
respecte le produit de Donaldson. Remarquons que les tores d’applications ne sont
pas des sphéres d’homologie puisque le premier nombre de Betti de Y est non nul.
La conjecture d’AF pour les tores d’applications n’est donc pas un cas particulier
de celle proposée par Atiyah.

6.3 Résolution de la conjecture proposée par Floer

En 1992, Dostoglou et Salamon [36]] commencent a s’ attaquer a la conjecture d’AF
pour les tores d’applications. Les générateurs du complexe de Floer symplectique
concordent avec ceux du complexe de Floer d’instantons SO(3). Le résultat prin-
cipal de [36] est que les indices de Morse relatifs du coté symplectique et du coté
instantons sont égaux :

,usymp(a—, Cl+) — /,tht(a_, a+)

Ce faisant, la graduation relative des complexes de chaines de part et d’autre
est la méme. Il reste a démontrer que les différentielles concordent. Dostoglou
et Salamon publieront une idée de la preuve de cette dernicre correspondance en
1992 en [35]]. Les détails analytiques seront donnég*'|en 1994 en [37]. Le théoreme
principal de [37] est I'isomorphisme naturel conjecturé par Floer :

HE™(Yy, Py) = HEY™ (M3, ¢7)
En particulier, pour f = idy, ils trouvent :
HE™(z x §', P x §') = H. (ML Z)

Leur preuve procede par limite adiabatique en faisant tendre le volume de la surface
¥ vers z€ro (ainsi I’équation ASD tend vers 1’équation de CR perturbée).

50Par la note de bas de page qui précede, la conjecture est le plus souvent nommée, a tort,
conjecture d’AF pour les cylindres d’applications.

SI1 y aura des erreurs dans leur preuve. Les corrections seront apportées en 2007 dans un
corrigendum [38]].
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En 1999, Salamon [[110] démontre que I’isomorphisme naturel obtenu au niveau
des chaines en [37] respecte (a signe pres) les produits de Donaldson en homologie :

HE™!(Yy,, Py,)® HF™!(Yy, Py)®..® HF™\(Yy,, Py)—Z

HEY™ (M, ¢ 7) @ HE™ (ML, ¢7) @ ... e HEY™(MS, 67 ) — Z

En corollairg®?] en utilisant I’isomorphisme PSS [104], I’anneau de cohomologie
quantique QH*(MS) de Mg est isomorphe a I’anneau de 1’homologie de Floer
HF™Y (% x S!, P x S!) d’instantons SO(3) de X x S!.

La preuve de Salamon de I’isomorphisme d’anneau utilise deux fibrations sym-
plectiques (2, ws) — X — Set ( MI w) > W — S sur § = CP'\{z0, ..., zu}.
La fibration symplectiqu (X, ws) = X — § a une holonomie symplectique f;
autour du j-ieme trou pour une certaine famille fj, ..., f, € Symp(Z, wy) telle que
Jn o fue1 0 ... 0 fo = idy. Elle généralise la fibration ¥ <— Yy xR — S xR du
tore d’application considéré plus haut, i.e. & deux trous S' x R = CP'\{z, z1}.
L’idée est de voir X comme étant un cobordisme pour le produit de Donaldson sur
I’homologie de Floer d’instantons SO(3). Ce produit est donné en dénombrant des
connexions ASD sur X. La seconde fibration symplectique (M, w) < W — Sa
une holonomie symplectique ¢ i € Symp(MU, w) autour du j-iéme trou| Le pro-
duit de Donaldson sur I’homologie de Floer symplectique est donné en dénombrant
des sections pseudo-holomorphes du fibré symplectique (MU, w) < W — S. La
preuve de Salamon (qui fait correspondre les deux produits de Donaldson) procede
encore par limite adiabatique.

52Ce corollaire a été obtenu de maniére indépendante par Vicente Mufioz [95] en 1997 sans
utiliser I’isomorphisme naturel démontré par Dostoglou et Salamon.

53La forme symplectique ws sur X est sa forme volume. C’est elle que Dostolou et Salamon
[135L136, 137, 1110] font tendre en limite adiabatique vers zéro.

S4Les f; sont des relevés a P des f; sur X. IIs sont définis a transformation de jauge pres. Puisque
I’action de ¢ 7. sur Mg est modulo transformation de jauge, les ¢ 7. sont bien définis.
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7 Conj. d’AF (version Fukaya [55])

7.1 Vers les catégories A, de Fukaya

En 199333 Fukaya [55] entame la définition de 1’homologie de Floer d’instan-
tons SO(3) pour 3-variétés a bord. Une telle définition, a nouveau motivée par la
conjecture d’Atiyah-Floer, généraliserait I'HF d’instantons SO(3) au cas ou Y est
abord X = dY. Son programme consiste d’une part en 1’analysg>%|d’une équation
hybrique ASD-CR™| et d’autre part en une théorie des champs quantiques topolo-
gique (TQFT) étendue inspirée de Segal et Witten ([55]], p.3). Une TQFT usuelle
n-dimensionnelle est la donnée d’un certain nombre d’axiomes relativement a un
foncteur allant de la catégorie des (n + 1)-cobordismes de n-variétés fermées vers
la catégorie des espaces vectoriels. La TQFT étendue de Fukaya considere plutdt
les 4-cobordismes X de 3-variétés Y a bord 9Y = Z. Elle ajoute de plus un axiome
portant sur un foncteur envoyant X a la catégorie C(X) des foncteurs allant de la
catégorie de Fukaya Fuk(Mg) a la catégorie opposé de la catégorie Ch des
complexes de chaines :

C(Z) = Func(Fuk(M1), ChoPP)

Ouvrons une parenthése. La catégorie A, de Fukaya Fuk(M) d’une variété sym-
plectique (M, w) a pour objets les sous-variétés lagrangiennes L € £ d’une cer-
taine classe £ de lagrangiennes en M (e.g. monotones, exactes, etc.) et pour
morphismes>| les complexes de Floer CF(L, L") = Zy(L t L’) d’intersections
lagrangiennes [17, 54]. La composition de morphismes est le produit triangu-
laire : il dénombre des triangles J-holomorphes avec CBL. La structure Ao, sur les
morphismes de Fuk(M) provient de I’algebre A,, de Stasheff [120]. Le u' est la
différentielle de Floer qui dénombre des bandes J-holomorphes avec CBL. Le y?

55Le plus gros de la littérature dit 1997 (ainsi que Fukaya lui-méme [57], p.79). Mais Salamon
en 1994 [109]], p.536, mentionne [55] comme étant un préprint datant de 1993.

56Thm. de compacité + singularités évitables hybride Uhlenbeck/Gromov et analyse Fredholm.

571 €équation d’Euler-Lagrange d’une intégrale d’action hybride YM-énergie symplectique.

580b(Ch°PP) = Ob(Ch), mais les fleches des morphismes sont inversées.

597idée de voir les complexes de Floer comme morphismes de lagrangiennes peut sembler
étrange. Néanmoins, du moins naivement, L est égale a ’union Uy e s{L M L’} de ses points
d’intersections avec les autres lagrangiennes L’ € £ (les points d’intersections étant les générateurs
du complexe de Floer). La « topologie » sur I’ensemble de ces points d’intersections (i.e. les points
de L) « correspond » aux courbes J-holomorphes reliant asymptotiquement ces points (encodées
dans la différentielle ' du complexe).
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est le produit triangulaire qui dénombre des triangles J-holomorphes avec CBL.
Les u* dénombrent des (k + 1)-gone J-holomorphes avec CBL. La catégorie
A de Fukaya généralise, en contenant plus d’information mais étant plus difficile
a calculer, la catégorie de Donaldsor®| Don(M). Les objets de Don(M) sont les
lagrangiennes L € L, les morphismes sont les groupes de (co-)homologies de
Floer d’intersections lagrangiennes HFLag(L, L") =H.(CF(L,L"), /‘llL, ;) etla com-
position de morphismes est le produit associatif de Donaldson induit par le produit
triangulaire non associatif au niveau des (co-)chaines. Fermons la parenthése.

Au lieu de s’attaquer de front a la conjecture d’Atiyah-Floer, Fukaya prend en [55]
la conjecture comme axiome de sa TQFT étendue. Dans la conjecture d’AF, les
lagrangiennes ne sont pas plongées mais génériquement immergées a perturbations
pres. Bien que les travaux portant sur les catégories A, de Fukaya ont rapidement
évolués dans les années subséquente§®?] les travaux de Fukaya portant sur la
définition de son homologie de Floer d’instantons SO(3) pour 3-variétés a bord
seront a I’arrét en 1998. Ils reprendront en 2015 [S7] apres I’introduction des
bounding cochains d’Akaho et Joyce [[1] pour gérer les lagrangiennes immergées.

7.2 Enoncé de la conjecture

La principale difficulté de la conjecture d’AF proposée par Atiyah est la présence de
singularités en Mg. En considérant un SO(3)-fibré principal non trivial Py — Y au
lieu d’un SU(2)-fibré principal trivial ce probleme disparait. En 1993, Fukaya [55]]
propose alors, pour un SO(3)-fibré principal non trivial, la conjecture suivante :

Les groupes d’homologies de Floer HFLag (M, Ly, Ly) coincident avec
les groupes d’homologies de Floer HF™\(Y, Py) d’instantons SO(3).

60Un k-gone est un polygone 2 k cotés qui est1’image d’un disque D? ayant k bouts de type bande :
on enléve k points du bord dD? et sur un petit voisinage de ces points on colle convenablement
soit une demie bande [0, 1] X [0, +c0) soit une demie bande [0, 1] X (-0, 0] de telle sorte qu’il y
ait k — 1 entrées et une sortie. Les bouts en bandes sont envoyés asymptotiquement vers les points
d’intersections des lagrangiennes considérées. Les k-gones généralisent les bandes (des 2-gones).

61 a catégorie de Donaldson est aussi nommée catégorie de Donaldson-Fukaya.

62[FO001, FOO02, FOOO3, FOO04, FOOOS, etc.], de quoi virer fou.
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7.3 Vers une résolution de la conjecture ?

Tel que décrit plus haut, en 1993 Fukaya [S5] commence a définir une homologie
de Floer d’instantons SO(3) pour 3-variétés a bord. Il s’intéresse a une équation
hybride ASD-CR. En 1998, Fukaya [56] démontre deux résultats analytiques por-
tant sur la compacité et sur les singularités évitables de 1’espace de modules des
solutions de 1’équation hybride. Suivant [57], son article [56] manque 1’analyse
Fredholm. Ce travail est repris en 2015 [57]%% Il y pose :

CF(L) := H(L: A?) © (P (A?)2 [p]
P

ou la somme directe est sur les points d’auto-intersection d’une lagrangienne
immergée L et ou A%z est ’anneau de Novikov universel [61]]. Le théorém
principal de [57] va comme suit :

Théoreme : Soit Py — Y un SO(3)-fibré principal sur une 3-variété orientée Y
qui se décompose comme Y = Y Ig Y). Soient les SO(3)-fibrés restreints Py, :=
Pyly, i € {0,1}, et Ps := Py|s. Supposons wa(Py,) = [Z] = wa(Py,) (les fibrés
Py, Py,, Py,, Ps, sont non triviaux). Alors :

1. Les sous-variétés lagrangiennes immergées R(Y;) & R(X) sont, a perturba-

tions pres, sans obstruction au sens de [1,|61]. En particulier, il existe des

bounding cochains by, de I’algébre A filtrée CF(R(Y;)).

HE™(Y, Py; Ag?) = HES(R(Yo), by,), (R(Y1), by,).

3. Si R(Y;) = R(X) est un plongement, alors by, = 0. En particulier, si les deux
sous-variétés lagrangiennes R(Yy) et R(Y)) sont plongées, alors

N

HE™\(Y, Py) = HEY$(R(Y)), R(Y)))

ou le coté droit est ’HF d’une paire de sous-variétés lagrangiennes mono-
tones. L’'isomorphisme est entre homologies sur Z, de graduation Z4.

En 2019, Xu [151] poursuit I’approche hybride ASD-CR en étudiant la compacité
de I’espace de modules des connexions ASD sur R XY pour Y a bouts cylindriques.

63Sa présentation au LalondeFest en aofit 2015 portait sur cet article.
64Qui attend toujours les détails analytiques de [59} 160] ?
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8 Conj. d’AF (version Wehrheim [135])

8.1 Vers la théorie des champs de Floer

En 2008, Wehrheim et Woodward [[136] proposent une certaine théorie des champs
de Floer en dimension 2+1. L'idée est d’associer a un cobordisme Y entre surfaces
fermées un invariant a valeurs fonctorielles. Plus précisément, ils considerent
I’espace de modules M () de certains fibrés vectoriels sur une surface fermée®3 X.
Cet espace de modules M () posséde une structure symplectique. A un cobordisme
Yo1 entre deux surfaces X et X correspond®® une correspondance lagrangienne
Loy entre M (%) et M(Zy).

Ouvrons une parenthése. Les correspondances lagrangiennes généralisent la no-
tion de symplectomorphisme entre variétés symplectiques non symplectomorphes.
C’est-a-dire, elles sont certaines sous-variétés lagrangiennes du produit (M; X
M>, (—w1) ® w,). Elles furent introduites par Weinstein [[141} [143]] au début des
années '80 dans le but de définir une catégorie symplectique Symp. Les objets
de Symp sont les variétés symplectiques et les morphismes sont les correspon-
dances lagrangiennes. La composition géométrique de deux correspondances la-
grangiennes Ly, C My x My et Ly C M; X M, est définie par:

Lo1 o L2 := {(x0, x2) € Mo X M>|3x; t.q. (x0, x1) € Lot, (x1,x2) € L12}

Tout comme les correspondances lagrangiennes généralisent les symplectomor-
phismes, la composition géométrique généralise la composition de symplectomor-
phismes. La catégorig®’] symplectique de Weinstein était, a 1’époque, principa-
lement motivée par la quantification géométrique : Weinstein voulait un foncteur
allant de la catégorie symplectique a la catégorie quantique des espaces de Hilbert,
ce qui a été paré par le théoréme no go de Van Hove [65]]. Fermons la parenthése

65Leur théorie est limitée aux cobordismes de surfaces connexes. Donc elle ne vérifie pas
I’axiome du produit des TQFT usuelles [7} [148]].

66’idée qu’a un cobordisme Yj; entre surfaces Xy et £; corresponde une correspondance la-
grangienne était déja souligné par Salamon en 1994 (voir le tableau de I’introduction en [109]).
En effet, dans le cadre des espaces de modules de connexions plates, R(Yp;) est une lagrangienne
en R(Zg LX) = R(Zp) X R(X;). Dans ce qui suit, nous verrons que la théorie des champs de Floer
est essentiellement un mélange entre cette correspondance et la TQFT étendue de Fukaya.

67Ce n’est pas une vraie catégorie. Généralement, la composition de correspondances lagran-
giennes est singuliere ou encore immergée (donc pas une vraie sous-variété lagrangienne). Néan-
moins, ’ajout d’une condition de transversalité [82,|140] fait de Symp une véritable catégorie.
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A une correspondance lagrangienne Lo; entre M(Zo) et M(X;) ils associent un
foncteur ®(Lo;) entre les catégories de Donaldson-Fukayd®¥|de M(Zo) et M(Z) :

®(Lo1) : Don(M(Zo)) — Don(M(Z))

Soit Bory la catégorie des cobordismes décorés entre surfaces fermées déco-
rées : les objets sont les surfaces fermées décorées et les morphismes sont les
cobordismes décorés entre ces surfaces. Soit Cat la catégorie des catégories : les
objets sont les catégories et les morphismes sont les classes d’isomorphismes de
foncteurs. On peut alors résumer ce qui précéde comme suit. A un cobordisme
Yo1 € Homg,y,,, (20, Z1) entre deux surfaces X, X1 € Ob(Bory41) correspond une
correspondance lagrangienne Lo € Homgymp(M (o), M(Z1)) a laquelle corres-
pond un foncteur ®(Ly;) € Homey(Don(M (X)), Don(M(Z;))). En bref, on a
deux foncteurs :
Bory1; — Symp — Cat

La composition de ces deux foncteurs donne lieu au dit invariant a valeurs foncto-
rielles de cobordismes entre surfaces. Le foncteur @ : Symp — Cat est le foncteur
de catégorification introduit en [138]]%]

Jusqu’ici j’ai décrit la version naive de la théorie des champs de Floer que propose
Wehrheim et Woodward. En fait, en [138], la catégorie symplectique Symp est
remplacée par la catégorie symplectique généralisée Sympﬁ : les objets sont les
variétés symplectiques et les morphismes sont les classes d’équivalence de corres-
pondances lagrangiennes généralisées’ (voir la définition 2.3.5 de [136]). Cette
méme catégorie Sympﬁ est ensuite remplacée par la 2—catég0ri de Weinstein-
Floer Floer” : les objets sont les variétés symplectiques, les 1-morphismes sont
les suites de correspondances lagrangiennes généralisées et les 2-morphismes sont
les classes de cohomologie de Floer. De méme, la catégorie de Donaldson-Fukaya
Don est remplacée par une certaine catégorie de Donaldson-Fukaya généralisée

68 a catégorie de Donaldson-Fukaya considérée par Wehrheim (définie en [138]]) est la catégorie
de Donaldson usuelle avec plus de structures : e.g. les lagrangiennes (i.e. les objets) sont munies
de structures de branes [[113]], p.170.

%9Cette construction se généralise en changeant la catégorie Cat par la catégorie A Cat des
catégories A (e.g. celle de Fukaya) ou encore la catégorie A.,2Cat des 2-catégories Ax.

70Une correspondance lagrangienne généralisée L entre (M, w) et (M’,w’) est une suites de
correspondances lagrangiennes L; ;41,i € {0, ..., N—1}, entre variétés symplectiques intermédiaires
(M;, w;) et (M4, wit) vérifiant (Mo, wo) = (M, w) et (My,wy) = (M, ).

7I'Une 2-catégorie a des objets, des 1-morphismes (i.e. des morphismes entre objets) et des
2-morphismes (i.e. des morphismes entre 1-morphismes).
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Donf et la catégorie Borp est remplacée par la 2-catégorie Bors, 141 (ol les objets
sont les 2-variétés, les 1-morphismes sont les 3-cobordismes entre 2-variétés et ou
les 2-morphismes sont les 4-cobordismes entre 3-variétés).

8.2 Enoncé de la conjecture

Une fois que tout est reformulé en termes de 2-catégories généralisées, Wehrheim
formule en ([135], p.74), dans le cadre de la théorie des champs de Floer en
dimension 2+1+1 et de la cohomologie de Floer cuiltéd’? la conjecture d’Atiyah-
Floer cuiltée :

C , G
Les trois théories des champs de Floer etendueBor2+1+1 — Sympy ,,
Boryi141 — SInpyq et Boryy1+1 — DBoryy apparaissant d’un G-
fibré approprié induisent des 2-foncteurs isomorphes Bory, 1,1 — Cat.

Ou encore, informellement :

La (co)homologie d’instantons est isomorphe a la cohomologie de
Floer cuiltée.

Wehrheim affirme que sa conjecture englobe toutes les autres variantes de la
conjecture d’Atiyah-Floer (dont celles énoncées en [[135], p.30 et p.32). En effet,
un scindement de Heegaard Y = Y Ig Y1 peut étre vu comme étant une suite de
cobordismes : y y
0 1
{pt.} — X — {pt.}

De méme, le tore d’application de Dostoglou et Salamon peut étre vu comme étant
un cobordisme allant de X a ¥ (avec recollement).

2Quilted Floer cohomology. Le mot quilt vient de I’ancien frangais cuilte. On pourrait aussi
dire matelassé ou encore de courtepointe. Le cuiltage dont parle Wehrheim consiste en une cuilte
pseudo-holomorphe, i.e. une suite de courbes pseudo-holomorphes recollées par une correspon-
dance lagrangienne généralisée cyclique (i.e. allant de (M, w) a (M, w)). Voir [139] pour plus de
détails ou encore I’illustration en [20], p.2.

73Voir [135] p.71, 72 et 74 respectivement pour la définition de la 2-catégorie des 2+1 bordismes
de Donaldson DBor», 1, de la 2-catégorie des instantons symplectiques SIn,, | et de la 2-catégorie
des 2+1 bordismes symplectiques de G-représentations SympZGH.
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9 Conj. d’AF (version Duncan [39])

9.1 Mise en contexte

Voici un autre contexte qui s’ insere comme cas particulier de la théorie des champs
de Floer, mais qui généralise celui du tore d’application de Dostoglou et Salamon.
C’est I’approche adoptée par Duncan dans sa thése [39] en 2013. Considérons
une fonction de Morse homotopiquement non triviale f : ¥ — S! a valeurs en
le cercle sur une 3-variété Y telle que b;(Y) # 0. Soit N le nombre de points
critiques de f, tous supposés d’indice de Morse 1 ou 2. Donnons-nous une suite
0=0) <6 <..<On_1 <Oy =21=0=080penS! oules §; sont des valeurs
régulieres de f. Posons :

Y= fN6) et Y= f'([056is1]) pour i€{0,...N—-1}=2Zy

On suppose que chaque Y;;,; ne contient qu’un seul point critique de f. La dé-
composition cyclique

Y=Yy uYioU.. U Yy_10UXy
I TS Ina T Zy

peut étre vue comme étant une suite de cobordismes cyclique :

RS R NGNS

Suivant [40], une telle décomposition cyclique de Y en suite de cobordismes
fut introduite en [81] sous le nom de fibration brisée sur S I (nom inspiré de la
fibration brisée de Lefschetz sur les 4-variétés) ou encore décomposition de Cerf.
Donnons a Y un SO(3)-fibré non trivial Py — Y tel que chaque restriction Py, |
soit un SO(3)-fibré non trivial sur ¥ 4. A la suite de cobordismes correspond une
correspondance lagrangienne généralisée cyclique, ce qui s’insere dans le cadre de
I’homologie de Floer cuiltée. Suivant Duncan [39]], Wehrheim et Woodward ont
démontré que ’homologie de Floer d’intersections lagrangiennes (version cuiltée)
est bien définie dans un tel contexte. Duncan [39] conjecture que, dans le contexte
de décomposition de Y en suite de cobordismes cyclique ci-haut,

I’homologie de Floer d’instantons SO(3) est isomorphe a I’homo-
logie de Floer d’intersections lagrangiennes cuiltée de Wehrheim et
Woodward.
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Il nomme sa conjecture conjecture d’Atiyah-Floer cuiltée. Elle est a ne pas
confondre avec la conjecture d’Atiyah-Floer cuiltée (plus générale) proposée par
Wehrheim [1335]] brievement décrite plus haut.

9.2 Vers une résolution de la conjecture ?

Le résultat principal de la these de Duncan est que les instantons dénombrés par la
différentielle dj,s sont, dans un sens convenable, prés des courbes J-holomorphes
dénombrées par d,g. Ces instantons n’ont pas des CBL mais plutdt des condi-
tions aux bords presque lagrangiennes. Sa preuve procede par limite adiabatique
en étirant convenablement le cou des cobordismes Y; ;.. Une preuve finale de
la conjecture d’Atiyah-Floer dans un tel contexte demanderait de démontrer que
les instantons dénombrés sont en bijection avec les courbes J-holomorphes dé-
nombrées. L'application ¥ : CFj,s — CFjy¢ envoyant un instanton a une courbe
J-holomorphe qui est prés de cet instanton est surjective. Il reste a démontrer
I’injectivité de cette application. Suivant Duncan [39], I’injectivité de cette appli-
cation est un sujet de recherche actif (en 2013). En 2015, Duncan [41] démontre
que les Z4-graduations des cohomologies de Floer d’instantons et de Floer cuiltée
concordent via I’application Y. Duncan [41], p.1, dit que I’application ¥ est un
isomorphisme de groupes (ce qui démontre la conjecture d’Atiyah-Floer cuiltée
pour son contexte ?). Il dit que 1’isomorphisme découle du théoréme 5.2 de sa
référence « [7] ». Sa référence « [7] » est son article An introduction to the quilted
Atiyah-Floer conjecture. Hélas, cet article ne semble pas exister. L’hyperlien arXiv
de sa référence « [7] » pointe vers I’article [40]. Mais il n’existe pas de théoreme
5.2 en [40] (ni dans sa these [39]). Enfin, [40], p.5, suggere que I’injectivité de V¥
mentionnée ci-haut est encore a démontrer. Bref, je ne sais pas si la conjecture a
été démontrée ou non dans le contexte de Duncan.
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10 Conj.d’AF (version Manolescu et Woodward [85])

10.1 Mise en contexte

En 2012, une autre version de la conjecture d’Atiyah-Floer fut proposée par Ma-
nolescu et Woodward [|85]]. Soit Y = Yj |§| Y1 un scindement de Heegaard d’une
3-sphere d’homologie entiere Y munie d’un SU(2)-fibré principal (trivial) Py — X.
Fixons un point z € X. Soit D un petit disque ouvert contenant z tel que £’ := Z\D
ait un bord S' = 9X’. Soit U ~ [0, €) x S! un petit voisinage ouvert du bord S' de
Y’. Puisque le SU(2)-fibré Py est trivial, une forme de connexion A € Ay peut
étre tirée en bas A X', i.e. Ay = Q'(X;51u(2)). Pour & € su(2), posons :

AL ¢ (Ae Al : Algs: = £d6} ou 6 e S!
Gy, = {AeGy:Aly=id}
fl - fl c

MZ/’f - ﬂZ/,f/gZ/

Il'y aune PU(2)—actio hamiltonienne sur I’espace de modules étendu Mg,,f.
Le quotient symplectique est ’espace de modules des connexions plates usuel
Mg,. Manolescu et Woodward considérent un certain ouvert N(X’) C Mﬂ,{.
Ils définissent ensuite N(X’) la compactification d’une coupe symplectique non
abélienne de N(X'). Elle posseéde une 2-forme & dégénérée sur un sous-ensemble
R. 1ls perturbent @ a une véritable forme symplectique w. Les deux corps a anses
Yy et Y] génerent deux lagrangiennes Ly et L en N(X) qu’ils utilisent pour définir
I’homologie de Floer d’instantons symplectique graduée sur Zg :

HSL(Z; Yo, Y1) := HF(Ly, L, en N(Z))

Cette approche semble aussi €tre étudiée par Daemi et Fukaya en 2017 [27].

10.2 Enoncé de la conjecture

En considérant ’homologie d’instantons de Donaldson-Floer HFLnS (Y) introduite
par Donaldson en [32] (section 7.3.3), Manolescu et Woodward conjecturent 1’iso-
morphisme entre espaces vectoriels Zg-gradués suivant :

—~ inst

HSL.(Y) ® Q = HE. ()

74pU(2) = U(2)/U(1) = SU(2)/Z, = SO(3).
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11 Conj. d’AF (version Lipyanskiy [83])

En 2014, Lipyanskiy [83]] propose la méme chose qu’Atiyah, mais pour un U(2)-
fibré principal non trivial. I1 a commencé a développer 1’aspect analytique (la
compacité). La suite est a paraitre. Son approche est basée sur I’astuce suivante.
On se donne une G-action hamiltonienne d’application moment u : M — g* sur
une variété symplectique (M, w). Considérons la réduction de Marsden-Weinstein
(M, wp) oi M = u~1(0)/G. Posons M := (M, —wp), la variété symplectique
d’orientation opposée, ainsi que M XM := (MXM, —wpr @ w). En M X M repose
une sous-variété lagrangienne canonique :

L= {([x], X) € M x M‘x € /[1(0)} c MxM

L’idée de Lipyanskiy est de prendre M = Ay pour la Gy-action hamiltonienne

venant de 1’application moment d’Atiyah-Bott u(A) = F4. En Mg X As repose
donc une sous-variété lagrangienne canonique :

£= (AL A) e MEx As|A € 7'(0) = AL € MEx Ay

Il considére maintenant une 4-variété X C £ X C ou C est en coordonnées (s, t).
Tel que mentionné plus haut, une connexion A € Ay se décompose comme :

A= A+ pspds + i, de

Ici, @5, et Y, sont des familles a 2-parametres de fonctions a valeurs en 1(2) et
Ag; est une famille de connexions a 2-parametres sans ds ni dt. Il considere alors
les paires d’applications :

(u(s,1), Agy) : © — ME x Al

avec conditions initiales u(s,t) = [A;;] pour s = O et t = [-R, R]. C’est-a-dire, la
paire d’applications a des CBL. Ensuite, il définit une fonctionnelle hybride YM
+ énergie symplectique définie sur ses paires d’applications et il étudie ses points
critiques.

L’idée de Lipyanskiy revient donc a démontrer la conjecture au niveau des chaines
avec une correspondance a priori entre une variante des connexions ASD et
une variante des courbes J-holomorphes qui sont les composantes de ses paires
d’applications (u(s, 1), As;).
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12 Conclusion

La conjecture d’Atiyah-Floer peut porter a confusion : d’abord, par la quantité
de versions alternatives aux contextes plus ou moins éloignés de la conjecture
originale et, ensuite, par la quantité de variantes d’homologies et de cohomologies
de Floer en jeu.

La plus grande difficulté de la conjecture d’Atiyah-Floer semble de définir 1’ho-
mologie de Floer lagrangienne dans un contexte avec singularités.

Il est intéressant de constater que bien des variantes de la conjecture sont récentes
(2012 [185]], 2013 [39]], 2014 [83]], 2016 [133]]). Peut-Etre aura-t-il simplement fallu
laisser le temps aux homologies de Floer et a la théorie A, de Fukaya de mirir un
peu avant de se lancer dans 1’ardu contexte proposé par Atiyah en 1987.

Enfin, apres tant de conjectures et de constructions abracadabrantes, terminons
avec cette autre citation de Souriau [[119], p.15, aussi efficace qu’une douche bien
froide pour revenir a la réalité :

Oui, mais aussi sociologie des milieux scientifiques : le systeme des
theses et des patrons, le mécanisme de sélection des articles, tout
cela favorise les sujets « a la mode ». Du moment que la mode a
été lancée par un grand couturier de la science, tout travail sur ce
sujet sera publié facilement - et d’autant plus facilement qu’il se
réduira a quelques variations sur des opinions récemment publiées :
un chercheur soucieux de sa carriére a tout intérét a suivre la mode
plutoét qu’a la questionner. Quand elle est vide, la mode finit par
passer. Bilan : d’innombrables travaux publiés d’un coté; de ’autre,
une seule connaissance nouvelle : c’est qu’il s’agissait d’une fausse
piste.
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