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1 Avant-propos

C’est quoi ce document : Le but original de ce pdf, commencé a I’été 2015, était
de relier les notions d’application moment et d’orbites coadjointes a la théorie des
connexions. Son but a changé avec le temps. Il est momentanément devenu une
tentative d’unification de la théorie de Yang-Mills et de la relativité générale. Puis
il a encore changé de cap, la théorie sur la relativité générale étant déplacée dans
un autre pdf nommé "Fibré des repéres" que je pourrais aussi partager un jour. La
derniere vocation du présent document était d’approcher la conjecture d’Atiyah-
Floer. Certaines sections ont eu le temps de s’affiner avec le temps. D’autres sont
encore un chantier d’idées et/ou de morceaux de mathématiques effilochées a
prendre avec un grain de sel. J’ai arrété d’avancer ce pdf au printemps 2019 en me
trouvant devant I’impasse du fait que je n’arriverais pas a livrer une these a temps.

Attention : Ce pdf est une sorte de wiki personnel, i.e. de carnet de notes mieux
organisé qu’'une pile de feuilles blanches. Une partie de son contenu provient
directement de Wikipédia, surtout au début, et il n’est pas impossible que des
phrases y soient copiées mot pour mot, le lecteur m’excusera donc s’il y trouve ce
qui pourrait étre du plagiat. Inversement, je pense avoir contribué a part égale a
Wikipédia, I’information allait donc dans les deux sens. En tant que wiki personnel,
la cohérence globale des notations et des conventions était plus importante que
I’originalité du contenu. Ces notes n’avaient pas pour objectif d’€tre partagées et
ca se voit dans le style :

* Il n’y a que peu ou pas de références bibliographiques.

* Les propositions ne sont pas numérotées.

* Les équations ne sont pas numérotées.

* Les démonstrations réferent a des résultats qui sont "plus haut" dans le
document sans spécifier ou exactement.

* Tly a parfois des "TO DO!!!" ou encore "CECI EST FAUX, A REVISITER".

La raison pour laquelle je partage ce document est que je ne travaille plus sur
ces idées depuis quelques années déja et je suis certain que certaines parties sont
pertinentes pour certains étudiants. Apres tout, il est toujours mieux d’avoir plus
de preuves d’un méme résultat que moins de preuves, méme si le résultat est un fait
établi. Beaucoup trop café a été bu pour écrire ces plus de 600 pages qui méritent
mieux que de prendre la poussiere au fond d’un disque dur.

14



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Premiére partie

Géométrie différentielle et action de
groupe
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2 Topologie générale

2.1 Introduction :

Le but de cette section sera d’établir grossierement les principales définitions en
topologie générale. Elle est entierement a écrire. Me baser sur "2017-08-01 espace
topologique.txt".

2.2 Espace métrique :

Définition : Une métrique (ou distance) sur un ensemble X est une application
d: XxX —> RZO

vérifiant les axiomes suivants :

1. symétrie : Vx,y € X, d(x,y) = d(y,x)
2. séparation : Vx,y € X, d(x,y) =0 & x=y
3. inégalité triangulaire : Vx,y,z € X, d(x,z) < d(x,y) +d(y, z)

Définition : Un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une métrique
d.

Définition : Soit (X, d) un espace métrique. La topologie métrique sur X est celle
engendrée par les boules ouvertes B(x,r) = {y € X : d(x,y) <r}.

Définition : Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (x;) en X est dite Cauchy
(au sens des espaces métriques) si :

Ve >0, AN e Ntq.Vi,j >N, d(x;,x;) <€

Remarque : Il existe aussi une définition plus générale de suite de Cauchy au
sens des espaces uniformes en termes d’entourages. Je ne pense pas en avoir be-
soin pour I’instant. Voir "2017-07-27 espace uniforme.txt" et "2017-07-29 espace
complet.txt" si jamais j’en ai besoin.
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Définition : Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy
en X converge en X.

Proposition : Soit (X, d) un espace métrique. Soit Y un sous-ensemble complet
en X. Alors Y est fermé en X.

Preuve : Soit (y;) une suite en Y qui converge a y € X. Comme (y;) converge a
y € X, alors (yg) est Cauchy en X. Comme (y;) est Cauchy en X, (y;) est Cauchy
en Y. Mais Y est complet. Donc (y;) convergeen Y. Donc y € Y. |

Proposition : Dans un espace métrique (X, d), les limites sont uniques.

Preuve : Considérons une suite (x;) en X. Supposons par I’absurde que (x;)
converge a x et a y. Supposons par 1’absurde y # x. Alors d(x,y) > 0. Posons
€ :=d(x,y)/2 > 0desorte que y ¢ B(x, €). Puisque x; converge a x, alors il existe
un N € N tel que pour tout n > N, on a x, € B(x, €). C’est-a-dire, chaque x,, est
dans la boule ouverte B(x, €) a partir de N. Donc, si je prend une boule B(y, €/2),
la suite x, n’y sera jamais car B(y, €/2) N B(x, €) = (. Donc x; ne converge pas a
y. Ce qui est une contradiction. O

Proposition : Soit (X, d) un espace métrique. L’intersection (finie ou infinie) de
sous-ensembles complets de X est complete.

Preuve : Soit {Y;},c; une famille de sous-ensembles complets de X. Considérons
une suite de Cauchy (y;) en N;¢;Y;. Alors (y;) est Cauchy en chaque sous-ensemble
complet ¥;. Alors (y;) converge en chaque Y;. Ces limites sont égales car les limites
sont uniques dans les espaces métriques (via axiomes de séparation). Donc la suite
de Cauchy (y;) converge a une limite unique en N;c;Y;. D’ol N;¢/Y; est complet. O

Proposition : Soit (X, d) un espace métrique. L’union finie de sous-ensembles
complets de X est complete.

Preuve : TODO!!! |
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2.3 Topologie initiale :

Définition : Soit X un ensemble et (Y, Ty) un espace topologique. Soit { f : X —
Y} une famille d’applications de X a Y. Alors la fopologie initiale Tx sur X induite
par { fi } est la plus grossiere rendant chaque application f; continue.

Remarque : Pour I'instant c’est tout ce que j’ai besoin. C’est pour la définition
de la topologie faible sur un espace préhilbertien plus bas.
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3 Algebre linéaire et analyse fonctionnelle

3.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir grossierement les résultats d’analyse fonction-
nelle nécessaires en théorie de jauge. C’est juste une sélection rapide d’information
dans mes fichiers .txt d’aot 2017. Revenir y compléter les preuves. Faire ca self-
contained. TO DO!!!

3.2 Espace vectoriel :

Considérons un espace vectoriel V sur le corps commutatif K (R ou C).

Notation : Soit £ C V un sous-ensemble de V. Alors I’espace vectoriel engendré
par E (i.e. le span) est :

K(E) := {Z aivi

finie

Vk,ar, e K,vi € E}

Définition : Deux vecteurs v et v, sont dits linéairement dépendants s’il existe
a € K tel que vi = av;. Deux vecteurs qui ne sont pas linéairement dépendants
sont dits linéairement indépendants.

Définition : Une base vectorielle de V est un sous-ensemble E C V de vecteurs
linéairement indépendants tel que :

V = K(E)

Remarque : Le span K(E) dénote les combinaisons linéaires finies. C’est vrai
autant lorsque V est de dimension finie que lorsqu’il est de dimension infinie. La
notion de base hilbertienne plus bas n’est pas une véritable base au sens ou elle
n’exprime pas les vecteurs comme sommes finies, mais comme séries infinies, i.e.
comme limite de suites en K(F).
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3.3 Algebre linéaire en dimension finie :

Considérons un espace vectoriel V sur le corps commutatif K (ici K est R ou C)
de dimension finie dimg V = n. Une base de V est un ensemble {Vy,...,v,} de n
vecteurs de V qui sont linéairement indépendants :

n

V= K(\_}], ,\7n> = Zaﬁk (al, ...,Cln) e K"
k=1

Donnée une base de V, tout vecteur v € V s’écrit alors comme une colonne
d’éléments de K et tout opérateur linéaire A : V — V s’écrit alors comme une
matrice d’élements de K. De la méme maniere, en se donnant aussi une base
{W1, ..., Wy} d’un espace vectoriel W de dimension dimg W = m, tout opérateur
linéaire A : V — W s’écrit comme une matrice de taille m X n d’éléments de K.

Donné un opérateur linéaire A : V — V, on lui associe deux nombres :

e Latracetr(A) € K, et
* le déterminant det(A) € K.

Ces nombres sont indépendants de la base de V choisie pour les calculer. En
particulier, dans la base des vecteurs propres de A, la matrice correspondante a
I’opérateur linéaire A est la matrice D des valeurs propres de A. Ce faisant, la trace
d’un opérateur linéaire A :— V est égal a la somme de ses valeurs propres (avec
multiplicité!) et le déterminant est égal au produit de ses valeurs propres (avec
multiplicité !). La trace est une application linéaire

tr: End(V) - K

Si f est une application différentiable a valeurs en End(V), la différentielle com-
mute avec la trace, i.e. d (tr(f)) = tr(df). La trace et le déterminant de matrices
carrées est relié par 1’égalité det(exp(A)) = exp(tr(A)).

Donnée une application linéaire A : V. — W, on définit :
* Le noyau de A est par définition ker(A) := {v € V|Av = 0},
* L'image de A est par définition im(A) := {Avlyv € V} = {w € W|3v €
Vitq. Av = w}.
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Donné un espace vectoriel V on définit son espace vectoriel dual V* par

linaire

Vi={a:V—K}
Il y a un appariement de dualité naturel entre les éléments de V et ceux de V* :
(+,):V'xXV->K
(a,v) - {a,v) = a(v)
Une base {V1, ..., V, } de V induit une base {a1, ..., @, } de V* par :
a;(Vj)=6;;, Vi,j=1,..,n

Cette derniére base {aj, ..., a,} de V* est dite base duale de la base {v,...,V,}
de V. Cette base est a ne pas confondre avec la base musicale diese ou bémol ! En
effet, donnons-nous un produit scalaire

g:VxV oK

Il induit une matrice

8i,j = g(vi, Vj)
qui nous permet alors d’écrire

8 =8i,j%®Q;

La musicalité g-bémol, définie pour tout v € V par v’ := g(v, -), fait correspondre
a une base {V1, ..., v, } de V une base musicale g-bémol :

=b =b
V)

de I’espace dual V*. Je reviendrai plus bas sur les propriétés des musicalités diese
et bémol. La base musicale bémol est égale a la base duale si et seulement si la
matrice

gij =80, vj)

est égale a la matrice identité I,,x,,.

Donné un opérateur linéaire A € End(V) agissant sur (V, g), nous pouvons définir
implicitement I’ opérateur adjoint A8 € End(V) par :

g(ASv,w) =g(v,Aw), VYv,weV
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Si de plus A est inversible, i.e. si A € Aut(V), alors nous pouvons définir son
opérateur dual A* € Aut(V*) par

A*a:=aoA™', VaeV*
Remarque : L'opérateur dual A™ vérifie directement
(A*a, Av) ={a,v), YaeV*'veV

Remarque : Si A% = A, on dit alors que A est auto-adjoint relativement a g
(ou encore g-auto-adjoint). Si A8 = —A, on dit alors que A est anti-auto-adjoint
relativement a g (ou encore g-anti-auto-adjoint).

Remarque : Lorsque g sera contextuellement évident, je dénoterai plutot 1’opé-
rateur adjoint de A relativement a g par A” au lieu de AS.

Proposition : Soit A € End(V) un opérateur linéaire agissant sur (V, g). Alors
(A =A

Preuve : Soient v,w € V quelconques. La non dégénérescence de g implique
directement que (A”) = A

g((A)v,w) =g(v,A'w) = g(Av,w)
O

Proposition : Soit A € End(V) un opérateur linéaire agissant sur (V, g). Posons

A+ A
2
_A’
2

Alors sym(A) est un opérateur auto-adjoint et antisym(A) est un opérateur anti-
auto-adjoint.

sym(A) :=

antisym(A) :=

Preuve : Calcul direct en utilisant la derniere proposition. O
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3.4 Espace vectoriel normé :

Soit V un espace vectoriel sur K (R ou C).
Définition : Une norme sur V est une application N : V — Ry telle que :

1. Vv e V,Va € K, N(av) = |a|N(v) (absolue homogénéité)

2. Vvi,vy € V, N(vi +v2) < N(vi) + N(v2) (sous-additivité, i.e. inégalité
triangulaire)

3. WweV,N(v) =0 = v =0 (séparation).

Proposition : Soit (V, N) un espace vectoriel normé. Alors la norme N induit
une distance

d: VXV—>R20
(x,y) = d(x,y) =N(x-y)

Preuve : Il faut vérifier les axiomes suivants :

1. d(x,y) =d(y,x) (symétrie)
2. d(x,y) =0 & x =y (séparation)
3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)

La symétrie découle de :

d(y,x) =N(y—x) =N((-D)(x-y)) =[ - 1IN(x —y) =d(x,y)
Montrons la séparation de d. Il faut montrer que d(x,y) =0 < x =y, i.e.m.q.
N(x-y)=0 < x-y=0.D’abord, x — y = 0 implique N(x — y) = 0 par
I’axiome d’absolue homogénéité de N. Ensuite, N(x — y) = 0 implique x — y par
I’axiome de séparation de N. Enfin, I’inégalité triangulaire de d découle de celle
de N :

d(x,z)=Nx-2)=Nx-y+y—-2) < Nx-y)+N(y—-2)=d(x,y) +d(y,2)
o

Définition : Soit (V, N) un espace normé. La fopologie métrique (ou encore la
topologie forte, ou encore la fopologie de boules) sur V est la topologie métrique
induite par la distance d découlant de la norme N.
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3.5 Produit scalaire et espace préhilbertien :

Définition : Soit V un espace vectoriel réel. Un produit scalaire réel sur V est une
application
(-, ): VXV >R

qui est :

1. bilinéaire : (-, -) est R-lin. de chaque coté
2. symétrique : Yvi,vy € V, (va,v1) = (v, v2)
3. positive : Vv € V, (v,v) >0

4. définie: (v,v) =0 = v =0

Définition : Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’un produit scalaire réel.

Définition : Soit V un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire hermitien
(a gauche) sur V est une application

(-, ):VxV->C
qui est :
1. sesquilinéaire (a gauche) : ( -, -) est C-lin. a gauche et anti-C-lin. a droite
2. symétrique hermitienne : Vv, vy € V, (va,v1) = (v, v2)

3. positive : Vv € V, (v,v) >0
4. définie: (v,v) =0 = v =0

Définition : Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe de dimension
finie muni d’un produit scalaire hermitien.

Définition : Un espace préhilbertien réel (resp. complexe) est un espace vectoriel
sur R (resp. sur C) muni d’un produit scalaire sur R (resp. sur C).

Proposition : Un produit scalaire ( -, -) induit une norme N(-) :=+/(-, -).

Preuve : Montrons I’axiome d’absolue homogénéité pour K = C :

N(av) = /(av,av) = vaa(v,v) = Vlal(v,v) = laly(v,v) = [a|N(v)
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Sur K = R c’est pareil. Montrons 1’inégalité triangulaire :

V1 +va, vy +v2)
VO, v1) + (v1,v2) + (v2,v1) + (v2, v2)
V1,v1) + 2R (v1,v2) + (v2, v2)

VL) +(v2,v2)
N(vi)+N(v2)

N(vi+v2)

IA

Ici j’ai utilisé X +y < Vx ++/y, ce qui découle de x + y < x + 24/xy + y. Enfin,
montrons la séparation :

Nv)=0 = Yy(v,v)=0 = (v,v)=0 = v=0
Ici j’ai utilisé le fait que ( -, -) est défini. O

Remarque : Ne pas confondre le produit scalaire (u,v) € K d’une paire d’élé-
ments (u,v) € VxXV.
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3.6 Théoreme de Cauchy-Schwarz :

Théoreme : (théoréme de Pythagore) : Soit (V, (-, -)) un espace préhilbertien
sur K (R ou C). Soit || - || 1a norme induite sur V par le produit scalaire (-, -).
Soient v,w € V. Si v est orthogonal a w, alors :

2 2 2
[IVII=+ lIwll* = (v +wll
Preuve : Calcul direct :

+w,v+w) =W, v)+(w,v)+ (v,w) + (w,w)
IVII*+0+0+[w|>
17+ [[wl]®

v +wll?

v

O

Proposition : (théoréme de Cauchy-Schwarz) : Soit (V, (-, -)) un espace préhil-
bertien sur K (R ou C). Soit || - || la norme induite sur V par le produit scalaire
(-, -). Alors, pourtous x,y € V,ona:

|Ge, 1< [yl

Preuve : Soientx et y quelconquesen V. Siy = 0, la preuve se termine. Supposons
donc y # 0. Il suffit de démontrer que :

|(x, )|
vl

< [lxll

Posons :
_(xy)

byl
Les vecteurs Ay et x — Ay sont orthogonaux :

(x = Ay,y) = (x,4y) — (dy,dy)

= Ax,y) - Adlly|l*
= /l(x’y)_(-x’y)/l
- 0
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Puisque Ay est orthogonal a x — Ay, par le théoreme de Pythagore on trouve :

14y + (x = ay)|I?
Ay I + llx = Ayl
layll?
AP lyII?
|Cx, )7
Iyl
|G, )2
112

(e, )1 < xRyl O

2
(o3

AV

Iy II?

Dot [|x[I*[lylI* = |(x, y)|*. D’od
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3.7 Espaces de Banach et d’Hilbert :

Définition : Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
Définition : Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.

Remarque : Tout espace de Hilbert est Banach pour la norme induite par le
produit scalaire. Par contre, 1’inverse n’est pas toujours vrai. On peut se poser la
question a savoir si la norme d’un espace vectoriel provient d’un produit scalaire.

Proposition : (théoréme de Fréchet-von Neumann-Jordan) Une norme N provient
d’un produit scalaire (-, -) si et seulement si elle vérifie la régle du parallélo-
gramme :

N@u+v)*+N(u—-v)> =2Nu)*+2N(v)>,  Vu,veV

Preuve : TODO!!! m|

Proposition : Soit V est un espace de Banach. Soit W < V un sous-espace vectoriel
fermé. Alors W est un espace de Banach.

Preuve : Il suffit de montrer que W est complet. Soit (w,) une suite Cauchy en
W. Alors (w,,) est Cauchy en V. Mais V est banachique, i.e. complet, donc la suite
de Cauchy (w,) converge a w € V. On a donc une suite (w,) en W qui converge a
w € V. Mais W est fermé. Donc la limite w est en W. Donc la suite Cauchy (w,,)
en W converge aw € W. |

Corollaire : Soit V est un espace de Hilbert. Soit W < V un sous-espace vectoriel
fermé. Alors W est un espace de Hilbert.

Preuve : V est hilbertien, donc aussi banachique. W < V est fermé en V, donc est

aussi banachique. Mais la norme sur W vient d’un produit scalaire. Donc W est
hilbertien. O
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3.8 Base hilbertienne :

Les bases hilbertiennes d’espaces préhilbertiens c’est la méme chose que les bases
hilbertiennes des espaces hilbertiens.

En dimension finie il existe toujours une base. En dimension infinie I’existence
d’une base est due au lemme de Zorn (si E complet). Néanmoins ¢a ne montre pas
comment construire une base. On utilise alors le concept de base hilbertienne.

Définition : Soit H un espace préhilbertien (ou hilbertien). Une base hilbertienne
est une famille {e;};c; d’éléments de H vérifiant les axiomes suivants :

1. normalisation : Vi € I, N(e;) = 1
2. orthogonalité : Vi,j € I,i # j, (e;,e;) =0
3. complétude : K(e; : i € I) estdenseen H, i.e. :

H:K<eiii€[>

Remarque : L’axiome de complétude se reformule de maniere équivalente
comme : pour tout x € H, il existe une suite (a;);e; telle que X;c; aje; = x.
Autrement dit, une base hilbertienne n’exprime pas x € H comme une somme
(finie) d’éléments e;, mais comme une série (infinie) d’éléments e;. Bref, une
base hilbertienne n’est pas une véritable base. On a K(e; : i € I) qui dénote des
sommes finies, puis la fermeture K(e; : i € I) est des séries, i.e. des limites. Bref,
K(e; : i € I) est dense en H, mais n’est pas égal a H, contrairement a une vraie
base.

Remarque : Pour tout x € H, la condition d’orthogonalité garantit I’unicité de la
famille de scalaires (a;);c;.

Remarque : Un espace préhilbertien n’admet pas toujours de base hilbertienne.
Proposition : Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.
Preuve : TODO!!! O

Remarque : Toute base hilbertienne n’est pas forcément dénombrable.
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Proposition : Soit H préhilbertien (ou hilbertien) admettant une base hilbertienne.
Alors H est séparable ssi la base est dénombrable.

Preuve : TODO!!! O

Remarque : Ici, il faut distinguer « séparable », i.e. il existe une famille de
vecteurs dénombrable et dense dans H, de « séparé », i.e. Hausdorff 7.
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3.9 Axiome du choix :

Définition : (wiki :fr) L'axiome du choix se formule en différents énoncés équi-
valents :

0. Pour tout ensemble X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie
sur X, appelée fonction de choix, qui a chaque ensemble A appartenant a X
associe un élément de cet ensemble A.

0’. Pour tout ensemble E, il existe une fonction qui a chaque partie non vide de
E associe un élément de cette partie.

1. Pour tout relation d’équivalence R, il existe un systeme de représentants des
classes de R.

2. Toute surjection possede une section.

3. Le produit I1;c; X; d’une famille (X;);c; d’ensembles non vides est non vide.

Remarque : L’axiome 0’ s’écrit plus simplement comme suit. Soit £ un ensemble.
Soit P(E) I’ensemble des sous-ensembles de E. Alors il existe une fonction f :
P(E)\0 — E telle que pour tout U € P(E)\0, f(U) € U.

Selon Alex :

Une conséquence de 1’axiome du choix est que tout espace vectoriel E (possi-
blement de dimension infinie) admet une base {e; };¢;, i.c. une famille {e;};c; de
vecteurs de £ qui sont linéairement indépendants et t.q. tout x € E s’écrit comme
une somme finie x = Y} _, axex.

Remarque : Une base préhilbertienne n’est pas une base. En effet, une base
préhilbertienne exprime les éléments x € E comme série (somme infinie) de
termes de la base. Cette série converge a x. Ceci differe d’une véritable base ot x
s’écrit comme une somme finie.

Probléme : Bien qu’une base hilbertienne est explicite, une base induite par
I’axiome du choix n’est pas constructive (peut €tre on ne saura jamais a quoi elle
ressemble). Cas particulierement problématique : Soit E := I’espace vectoriel des
suites en R (suites possiblement infinies). ’axiome du choix garantit I’existence
d’une base {e; };c;. Mais cette base n’est pas e; = (1,0,0,...), e2 = (0, 1,0, ...),....
En effet, ces derniers e; ne permettent pas d’écrire les éléments de E comme
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somme finie. Bref, on peut se demander quelle est la base {e;};c;. Personne ne
sait. Et c’est précisément 1’idée que : "cette base existe mais on ne la connaitra
peut-étre jamais" qui motive les détracteurs de 1’axiome du choix. Bref : L’axiome
du choix est louche.

Aussi : la base donnée par 1I’axiome du choix n’est pas forcément préhilbertienne
car pas forcément orthogonale.

32



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

3.10 Dual algébrique V* et topologique V' :

Définition : Un espace vectoriel topologique (e.v.t) est un espace vectoriel V
sur un corps topologique K (ici R ou C) muni d’une topologie compatible avec
la structure d’espace vectoriel. Plus précisément, I’addition + : V XV — V est
continue et le produit par un scalaire av est continu.

Exemple : Tout espace de Banach ou d’Hilbert est un e.v.t. pour la topologie forte.

Définition : Soit V un espace vectoriel topologique sur R ou C. Le dual algébrique
V* de V est I’espace vectoriel suivant :

linéaire

Vi={a:V— K}

Le dual topologique V' de V est I’espace vectoriel suivant :

linéaire et continu
Vi={a:V —2 K < VF
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3.11 Opérateurs bornés :

Définition : Soit L : E — F une application linéaire entre deux espaces normés
(E, |- llg) et (F,||-|lF) sur K (R ou D). Alors L est dit étre un opérateur borné si

{IILMIIF

lullz "€ E\{O}} = {ILullF : llulle = 1}

est borné en K.

Remarque : De maniere équivalente, L est borné s’il existe un nombre M tel que :
Vu € E, ||[Lullp < Mlullg

Si L est borné, le plus petit tel M est la norme d’opérateur ||L|| de L. Plus
précisément :

LI = inf {M : Vu € E, |ILully < Mllulp)
L
wup {n Wl E\{O}}

Vil
=sup {[[L(W)|Irlv € E,[Iv|lg = 1}

=sup {[[ILOV)[lrlv € E,|Ivlle < 1}

Proposition : Soient (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces normés sur K (R ou
C). Alors L est borné <= L est continu <= est continu a 1’origine.

Preuve : TODO!!! O

Proposition : Soit (V, (-, -)) un espace préhilbertien sur K (R ou C). Soitv € V.
Alors la musicalité bémol

W=@,): VoK
appartient a V',

Preuve : Le fait que v soit dans le dual algébrique V* est évident. Pour montrer
que v est continu pour la topologie forte, il suffit de montrer que v’ est un opérateur
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borné pour la norme d’opérateurs. Ceci découle de Cauchy-Schwarz. En effet, pour
w € V\{0} quelconque, on a :

Pl _ 1wl vl

[wll wil = liwll

= [Iv]] < +o0
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3.12 Topologie forte et faible :

Remarque : Tel que définit plus haut, la topologie forte sur un espace vectoriel
normé (V, N) est la topologie métrique pour la métrique d découlant de la norme
N. Sur un espace préhilbertien se trouve non seulement la topologie forte, mais
aussi une autre qui découle du produit scalaire (-, ).

Définition : Soit (V, (-, -)) un espace préhilbertien sur K (R ou C). La topologie
faible o-(V,V’) sur V est celle initiale I’ensemble d’applications V’.

Remarque : Autrement dit, la topologie faible est celle la plus grossiere tel que
chaque forme linéaire fortement continue reste faiblement continue.

Remarque : Chaque @ € E’ induitune semi-norme || - |, := |{a, - )|. Cette famille
de semi-normes {|| - ||, : @ € E’} fait de E un espace localement convexe pour
la topologie faible o (E, E”). Aussi, la famille de semi-normes induit une famille
de pseudo-métriques, i.e. une famille d’écarts, i.e. une jauge, i.e. une structure
uniforme sur E pour la topologie faible.

Mettre la définition de semi-norme, de pseudo-métriques, d’écarts, de jauge, de
structure uniforme plus haut. TO DO!!!

Remarque : Puisque chaque v* = (v, -) est en V’, les v sont continus pour la
topologie faible.

Remarque : Si V est hilbertien, V’ est isomorphe a V (par le thm. de représ. de
Riesz). Donc la définition de topologie faible peut €tre prise comme étant celle
initiale pour la famille d’applications {’|v € V}.

Remarque : Soit V un espace préhilbertien. On a vu plus haut que chaque v’ est
en V’, i.e. est continu pour la topologie forte. Ainsi, par définition de la topologie
faible, la topologie faible est plus grossiere que celle forte. Autrement dit, il y a
moins d’ouverts dans la topologie faible que dans la topologie forte.

Remarque : Si f : X — Y est continue pour une topologie 7 sur X et que 7’

est plus fine que 7, alors f est continue aussi pour 7’. Et vice versa. Bref, si une
application f : V — W est continue pour la topologie faible sur V, alors elle est
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continue pour la topologie forte. Si f : V — W est continue pour la topologie
forte sur V, elle n’est pas forcément continue pour la topologie faible sur V.

Remarque : Si une suite converge dans une topologie donnée, alors elle converge
dans une topologie plus grossiere. Et vice versa. Ainsi, si une suite converge dans
la topologie forte, alors elle converge dans la topologie faible. Si elle converge
dans la topologie faible, alors elle ne converge pas forcément dans la forte.

Remarque : En bref, dans la topologie faible moins d’applications sont conti-

nues mais plus de suites convergent. Inversement, dans la topologie forte plus
d’applications sont continues mais moins de suites convergent.
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3.13 Convergence forte et faible :

Définition : Soit (V, || -||) un espace vectoriel normé. Soit (v;) une suite en V.
On dit que (v¢) converge fortement a v € V si (vy) converge a v pour la topologie
forte. Plus précisément, (v;) converge fortement a v si ||[vy — v|| — 0, i.e.si:

Ve >0, AN eNtq.Vk > N, |lvik - V|| <€

On écrit alors vy — v. On dit que (vg) converge faiblement a v € V si (vy)
converge a v pour la topologie faible. Plus précisément, (v;) converge faiblement
avsi:

Ya € V', {(a,vi) — (a,v)

On écrit alors v; — v.

Proposition : Soit (V, || - ||) un espace vectoriel normé. Soit (v;) une suite en V
qui converge fortement a v € V. Alors (v;) converge aussi faiblement a v.

Preuve : Supposons que (v;) converge fortement a v. Soit @ € V’ quelconque. On
veut montrer que {a, vx) — (a,v). Pour cela, il suffit de montrer que (@, vy —v) —
0. Pour cela, il suffit de montrer que |{a@, vy —v)| — 0. On utilise Cauchy-Schwarz :

K, vie =) < llelflllve = vl — 0

Ici, j’ai utilisé le fait que ||a|| < 4oo car @ € V' et que ||vy — v|| — 0. O
Remarque : Si (V, || - ||) était Banach (i.e. complet), on aurait aussi la convergence
forte.

Proposition : Soit (V, (-, -)) un espace préhilbertien. Soit v une suite en V qui
converge faiblement a v € V. Supposons que ||v|| — [|v||. Alors v; converge
fortement a v.
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Preuve : On calcule directement :

v =vIIP = (vk—v,vk —v)
= (Vi,vi) = (Vi v) = (v, ve) + (v, )
= vl = 2R (ve,v) + [IvII?
= [VIIF = 2R, v) + IvII?
= (vIP=2vI*+ vl
= 0
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3.14 V*sépareV :

Proposition : Soit V un espace vectoriel topologique. Alors le dual algébrique V*
sépare V. C’est-a-dire :

Vx € V\{0}, o € V*, t.q. a(x) #0

Preuve : (1) Soit x € V\{0}. Par I’axiome du choix, V admet une base. Donc, il
existe un sous-espace W de Vtelque V =K(x)®W.Onpose f € V't.q. f(x) =1
et flw = 0. Donc il existe f € V* t.q. f(x) # 0. |

Preuve : (2) Soit x € V\{0}. Par I’axiome du choix, V admet une base {x} U e;;¢;
t.q. tout élément v € V s’écrit comme v = apx + );c; @;e; ou un nombre fini de a;
sont non nuls. On pose f € V* par f(apx + X;c; aie;) = ap. Ainsi, il existe f € V*
t.q. f(x) =1=#0. O

Remarque : Ici les deux preuves m’ont été données sur math.SE. Voir "2017-08-
31" E* sépare E.txt".

Remarque : SiV est un e.v.t. localement convexe, le dual topologique V' sépare
aussi V. Voir plus bas la section V' sépare V.
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3.15 Rudiments d’analyse fonctionnelle :

Théoréme : (de Banach-Schauder, i.e. de I’application ouverte) : Toute applica-
tion linéaire continue surjective entre deux e.v.t. compleétement métrisables (i.e.
admettant une métrique complete) est ouverte (i.e. I'image d’un ouvert est un
ouvert).

Preuve : TODO!!! O
Proposition : Tout espace de Banach est complétement métrisable.
Preuve : TODO!!! O

Remarque : Le théoreme de Banach-Schauder s’applique donc, en particulier,
aux espaces de Banach.

Théoreme : (du graphe fermé, pour K = R ou K = C) : Soient E et F deux e.v.t.
completement métrisables sur R ou C. Soit f : E — F une application linéaire
dont le graphe est fermé en E X F. Alors f est continue.

Preuve : TODO!!! O

Remarque : L’implication inverse est plus simplement : le graphe de toute ap-
plication continue d’un espace topologique X dans un espace séparé Y est fermé
dans X X Y.
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3.16 Perpendiculaire et somme directe orthogonale :

Définition : Soit (V, (-, -)) un espace vectoriel préhilbertien. Soit W < V un
sous-espace vectoriel de V. Alors le perpendiculaire de W, est par définition :

Wt={eVvweW, (v,w)=0}<V

Plus généralement, si E C V est un sous-ensemble de V, le perpendiculaire de £
est par définition :

Et={veV|(v,e)=0,Ye e E} <V
Remarque : Bien que E ne soit qu’un sous-ensemble de V, E* est un sous-espace
vectoriel de V.
Définition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soient Wi, W, < V deux
sous-espaces vectoriels. On dit que W, et W, sont perpendiculaires si :
Ywi € Wi,Vwp € Wa, (wi,w2) =0
Lorsque c’est le cas, on écrit W L Wj.

Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soient Wi, W, < V deux
sous-espaces vectoriels de V. Supposons W) L W,. Alors Wi N W, = {0}.

Preuve : Soit v € W; N W, quelconque. Alors ||[v||?> = (v,v) = 0 car v est
perpendiculaire a lui-méme. D’ou v = 0. O

Remarque : L'implication inverse de la dernie€re proposition n’est pas vraie. Par
exemple, en R?, on a R{(1,0)) N R{(1,1)) = {0} mais les deux sous-espaces
R{(1,0)) et R((1, 1)) ne sont pas perpendiculaires.

Corollaire : Soit V préhilbertien. Soit W < V. Alors W N W+ = {0}.
Preuve : Découle de la derniére proposition et du fait que W L W+, O
Définition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Une décomposition en somme

directe orthogonale :
V=W eWw

est une paire de sous-espaces vectoriels Wi et W, de V tels que :
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1. transversalité : V = W + W,
2. orthogonalité : W L W,

Lorsque V = W @ W5, on dit que W est un supplémentaire de W, et vice versa.

Proposition : Soit V préhilbertien. Supposons V = Wi @ W, etaussi V = W @ Ws.
Alors W2 = W3.

Preuve : Par symétrie, il suffit de montrer que W, < W3. Soit v € W, non nul
quelconque. Puisque V = W1 & W, ona v ¢ W;. Puisque V = W; @ W3, on a
v € Ws. O

Proposition : Soit V préhilbertien. Soient U < W < V des sous-espaces vectoriels.
AlorsU =W n (W+ +U).

Preuve : Montrons I’inclusion U < W N (W+ + U). Soitu € U. Mais U < W,
donc u € W. Pour montrer que u € W N (W+ + U), il suffit donc de montrer que
u € Wt +U. Ce qui est vrai car u € U. Montrons I’inclusion W N (W* + U) < U.
Soitv €e WN (Wt +U). Alorsv € Wetv € W-+ U. Puisque v € W+ + U,
v = w + u pour certains w € Wt etu € U. Puisque v € Wetu € U < W, alors
w=v—-u€cW.Doncwe Wetwe W-.Doncw =0.Doncv=0+u=ucU.
Douv e U. m|
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3.17 Perpendiculaire en dimension finie :

Proposition : Soit (V, g) un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire g. Soit W < V un sous-espace vectoriel. Alors W induit une décomposition
en somme directe orthogonale :

V=We W™

Preuve : TODO!!! O
Remarque : En dimension infinie ¢’est plus subtil. Voir plus bas.

Proposition : Soit (V, g) un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire g. Soit W < V un sous-espace vectoriel. Alors (W+)+ = W.

Preuve: OnaV=WeoeWltetV=WteWtt.Dou W = W+, O

Remarque : En dimension infinie on a toujours W < (W)=, Par contre I’inclusion
dans I’autre sens n’est pas toujours vérifiée. Voir plus bas.

Proposition : Soit (V, g) de dimension finie. Soient Wi, W, < V. Alors :
(W) + WQ)J_ = WIJ' N WzJ'
WIJ' + WZJ' =(Win Wz)l

Preuve : Montrons la premiere égalité :

ve(Wi+Wy)t & VYweW; +W,, g(v,w)=0
— Vw; e Wy, g(v,w)) =0etVwy € W, g(v,wy) =0
e veWetveWy
= veWinWy
D’oti la premiére égalité (W) + W2)* = Wi N W5-. Maintenant, on utilise le fait

qu’en dimension finie on a toujours W+ = W. En utilisant la premiére égalité, on
trouve directement :

Wi+ Wi = (W + WH) = (Wi n Wit = (W) 0 Wa)*
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Proposition : Soit (V, g) de dimension finie. Soient U < W < V. Supposons
WnU+={0}. AlorsU = W.

Preuve : Puisque U < W, il suffit de montrer que W < U. Soit w € W quelconque.
OnaV=U@®U"*. Doncw =u+u’pouru € Uetu € U+. Mais U < W. Donc
u € W.Doncut =w—u € W. Donc ut € Wn U+ = {0}. Donc u* = 0. Donc
w = u. Donc w € U. Comme w était quelconque en W, alors W < U. O

Remarque : Cette proposition n’est pas toujours vraie en dimension infinie.
Toutefois, dans le cas V hilbertien et U et W fermés, elle est encore vraie.
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3.18 Décomposition orthogonale :

Théoreme : (théoréme du supplémentaire orthogonal d’un fermé dans un espace
de Hilbert) : Soit V un espace de Hilbert. Soit W un sous-espace vectoriel fermé
de V. Alors W+ est un supplémentaire de W,i.e. V=W & W+,

Proposition : (version préhilbertienne) : Soit V un espace préhilbertien. Soit W
un sous-espace vectoriel complet de V. Alors V =W & W+.

Remarque : La preuve utilise le théoréme de projection orthogonale sur un
convexe complet dans un espace préhilbertien.

Corollaire : Soit V un espace préhilbertien sur R ou C. Soit W < V un sous-espace
vectoriel de dimension finie. Alors V =W & W+,

Preuve : W est forcément complet car est un espace vectoriel de dimension finie
sur R ou C. i

Remarque : Ce dernier corollaire est utile pour la preuve du théoréme de décom-
position de Hodge. En effet, la preuve en question utilise le fait que ker(A) est de

dimension finie pour dire que QX (X) = ker(A) @ (ker(A))*.

Remarque : Pour d’autres résultats sur les histoires de perpendiculaires, voir
"2018-11-25 décomposition en somme directe orthogonale.txt"
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3.19 Le perpendiculaire (V préhilbertien) :

Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soit £ C V un sous-
ensemble. Alors le sous-espace vectoriel E+ < V est fermé (pour la topologie
forte) en V.

Preuve : Soit (x;) une suite en E+ qui converge a x € V. Il suffit de montrer que
x€E+.Ona:

(x;,e) =0, Vi
= lim(x;,e) =0
= (limx;,e) =0 car (-, -) est continu
= (x,e) =0
= xecE*

O

Corollaire : Soit V un préhilbertien et W < V un sous-espace vectoriel. Alors
Wt < VestferméenV.

Proposition : Soit V préhilbertien. Soit W < V. Alors :
W= wt

Preuve : Montrons W < W+*. Soit x € W~ . Alors (x,y) = 0 pour tout y € W.
Mais W c W. Donc (x,y) = 0 pour tout y € W. Ok. Montrons W+ < W™, Soit
x € Wt. Alors (x,y) = 0 pour tout y € W. Soit y € W quelconque. Alors il existe
une suite (y;) en W quitenda y. Onadonc (x, y) = (x,lim y;) = lim(x, y;) = 0ot
j ai utilisé le fait que ( -, - ) est continu. D’ou (x, y) = 0. Comme y était quelconque
en W, onaerL.Ok. O

Proposition : Soit V un espace préhilbertien et deux sous-ensembles X,Y c V
telsque® # X c Y Cc V. Alors Y+ < X+,

Preuve : Soit v € Y*. Alors (v,y) = 0 pour tout y € Y. Mais X c Y. Donc
(v,x) = 0 pour tout x € X. Doncv € X*. m|
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Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Supposons que V se décom-
pose en somme directe orthogonale de deux sous-espaces vectoriels Wi, W, < V :

V=W eW
Alors W, et W, sont fermés en V.

Preuve : Puisque W est perpendiculaire a W>, on a W < Wzl. Mais Wzl est
fermé en V (par le dernier corollaire). Donc la fermeture de W est en Wzl. Soit
x € Wi. On veut montrer que x € W;. Comme x € Wi < Wy, onax € Ws.
Comme x € V = W @ W», x se décompose de maniere unique comme x = x| + X3
oux; € Wiyetx, € Wr.0Ona:
X € W2L

= (x,w) =0,Yw e W,

= (x1+x2,w) =0,Yw e W

= (x,w) + (x2,w) =0,Yw € W,

= (x2,w) =0,Yw e W,

Donc x; € W5 Mais x, € W,. Donc x5 = 0. Donc x = x| € W). O

Corollaire : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soit W < V non fermé.
Alors :
VWeWw'

Preuve : Découle directement de la derniere proposition. O

Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soit W < V non fermé.
Alors :
Wtz w

Preuve : Par une proposition plus haut, le perpendiculaire est un fermé. Donc W+
est fermé et W+ = (W+)+ aussi. Mais W n’est pas fermé. Donc W # W+, 0O

Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soit W < V. Alors :
W< WHt

Preuve: veW — VYweWh (w,v)=0 = ve(WHt=w+ m|
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Proposition : Soit V un espace vectoriel préhilbertien. Soient Wi, W, < V. Alors :
(W) + WQ)J_ = WIJ' N WzJ'
Wi+ Wy < (W nWy)*

Preuve : Montrons la premiere égalité :

ve(Wi+Wh)t & Vwe W +W,, g(v,w)=0
— VYw; e W, g(v,wi) =0etVwy € Wy, g(v,wy) =0
& veWetveWs
= veWinwy
Dol la premiere égalité (Wy + W)= = Wi N W5-. Montrons la seconde égalité.

Soit v € Wi + Wy Alors v = v + vo pour vi € Wi et vy € Wy . On veut montrer
que v € (WiNWy)*. Soitw € Wi NW; quelconque, i.e. w € Wy etw € W,. Alors :

(v,w)=,w)+(v,w)=0+0=0

O

Proposition : Soit V un espace préhilbertien. Soient U < W < V des sous-espaces
vectoriels. Supposons U complet en V. Supposons W N U+ = {0}. Alors U = W.

Preuve : Puisque U < W, il suffit de montrer que W < U. Soit w € W quelconque.
Puisque U est complet en V préhilbertien, onaV = U & U*. Donc w = u + u*
pouru € Uetu € U+. Mais U < W. Donc u € W. Donc u* = w —u € W. Donc
ut € Wn U+ = {0}. Donc u* = 0. Donc w = u. Donc w € U. Comme w était
quelconque en W, alors W < U. O

Proposition : Soit V préhilbertien. Soient U < W < V des sous-espaces vectoriels
de V. Supposons U completen V. Alors W = U & (W N U*L).

Preuve : Le sous-espace W est préhilbertien. En W repose U qui est complet.
Donc on peut écrire W =U & {v € W|v L U}. Ici:

(veWly LU} = {veWeU'}
= {veVlveW,veU"'}
= {veVlveWnUt}
= WnU*
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O

Proposition : Soit V un espace préhilbertien. Soient W, W, < V des sous-espaces
vectoriels en V. Supposons Wi N W, complet en V. Alors :

Wi+ Wy =(Win(WinWa)h) e (WinWy) @& (Wan (W) NW,)Y)

Preuve : Puisque Wi N W, est complet, la derniere proposition implique deux
décompositions :

Wi =W n(Win W)t @ (W N Wy)

W= (Wo 0 (Wi N Wo)h) @ (W) N Wy)

Ici:
(W] N (W] N WQ)J_) N (W2 N (W] N WQ)J_)
= (WinWy)n(WinWy)*
= {0}
D’ou :

Wi+ W,
(W10 (WinWo)h) @ (Wi nWa)) + (Wan (W) NnWa)b) & (W) N Wa))
(Win (Wi nWa)b) @ (W) nWa) @ (Wan (W NnWa)t)

O
Remarque : Plus haut on a vu que I'intersection de sous-ensembles complets

dans un espace métrique est un espace complet. La derniere proposition sera donc
vraie, en particulier, lorsque W; et W, sont complets.
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3.20 Le perpendiculaire (V hilbertien) :

Proposition : Soit V un espace de Hilbert. Soit W < V fermé. Alors :
W= (WhHt

Preuve : V est un espace de Hilbert et W est fermé. Donc, par une proposition plus
haut,onaV = W@W+=. Delaméme maniére, W est fermé, doncV = Wro (W)=,
DouW+eW=V=Wte(WH-t.DouW= W)L ]

Proposition : Soit V un espace de Hilbert. Soit W < V. Alors :
W= (WhHt

Preuve : Puisque W est fermé, on a W = (WL)l. 11 suffit alors de montrer que
(Wl)l = (W+)*. Ceci découle du fait que W= W, m|
Proposition : Soit V un espace vectoriel hilbertien. Soient W, W, < V. Alors :

(W) + WQ)J_ = WIJ' N WzJ'

Wi+ Wy < (W N W)t
Preuve : Méme chose que pour le cas préhilbertien. O

Remarque : Ici j’aurais aimé avoir une égalité pour le cas Wy, W, fermés en V.
Mais méme ¢a ¢a n’est pas assez. Le probleme est que j’aurais besoin du fait que
pour Wy et W, deux fermés en V on a W + W, fermé et W; & W, fermé. Mais ces
deux implications sont fausses. Il existe des contre-exemples.

Proposition : Soit V un espace de Hilbert. Soient U < W < V des sous-espaces
vectoriels. Supposons V fermé en V. Supposons W N U+ = {0}. Alors U = W.

Preuve : Puisque U < W, il suffit de montrer que W < U. Soitw € W quelconque.
Puisque U est fermé en V hilbertien, on a V = U @ U+. Donc w = u + u* pour
u€ Uetu € Ut. Mais U < W. Donc u € W. Donc u* = w —u € W. Donc
ut € WnU* = {0}. Donc u* = 0. Donc w = u. Donc w € U. Comme w était
quelconque en W, alors W < U. O
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Proposition : Soit V hilbertien. Soient U < W < V des sous-espaces vectoriels
fermésen V. Alors W =U @ (W N U4).

Preuve : W est fermé en V hilbertien, donc W est hilbertien. U est fermé en W
donc on peut écrire W = U @ {v € W|v L U}. Ici:

veWlh1LU}Y = {veWpeU"}
{veVlveW,veU}
{veVlyveWwWnuUt}
wnU*

O

Proposition : Soit V hilbertien. Soient W, W, < V des sous-espaces vectoriels
fermés en V. Alors :

Wi+ Wo=(Win(WinWy)h) e (WinWy) & (Wan (W) nW,)Y)

Preuve : L’intersection de fermés est fermés. Donc W; N W, est fermé en les
fermés W, et W;. Donc, par la derniere proposition, on a deux décompositions :

Wi =W n(WinWy)bh) e (W N Wy)

W= (Wo 0 (Wi N Wo)h) @ (Wi N Wy)

Ici:
(Wi n (Wi nWa)™) N (Wan (W N Wa)t)
= (WinWy)n(WinWy)*
= {0}
D’ou

Wi+ W,
(Wi n (Wi nWa)h) @ (Wi nWa)) + (Wan (W) N Wa)™) & (W) N Wa))
(Wi n(WinWo)h) & (Wi N W) @ (Wo N (W) N Wa)t)
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Proposition : Soit V un espace vectoriel normé. Soit 7 : V' — V un opérateur
linéaire borné. Alors ker(7') est fermé.

Preuve : Puisque T est borné, il est continu. Puisque 7" est continu, il commute
avec la limite. Soit (x;) une suite en ker(7") qui converge a x € V. Alors :

lim7(x;) =lim0 =0
= T(limx;) =0
= T(x)=0

== xeW

O

Corollaire : Soit 7 : V — V un opérateur linéaire borné entre deux espaces de
Hilbert. Alors :
V=kerT & (kerT)*

Preuve : Comme T est borné, ker(T) est fermé. Comme ker(7') est fermé dans un
espace hilbertien V, on a V = ker(T) & (ker(T))*. |
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3.21 Opérateur elliptique :

Définition : (opérateur elliptique) TO DO!'!! (voir Warner)

Proposition : Le laplacien A est un opérateur elliptique.

Preuve : TODO!!! O
ATTENTION : le laplacien de Laplace-de Rham ne sera pas défini avant tres
longtemps, dans la section sur la théorie de Hodge plus bas, donc ici juste parler
du laplacien en coordonnées A = };; 9;0; ?

Proposition : Soit M une variété lisse orientable fermée. Soit E — M un fibré
vectoriel. Soit 7 un opérateur elliptique agissant sur les sections de E. Alors ker(7)

est de dimension finie.

Preuve : TODO!!! O
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3.22 Opérateur hypoelliptique :

Définition : (wiki) Soit P un opérateur différentiel défini sur un ouvert U C R".
Alors P est dit étre hypoelliptique si pour toute distribution u définie sur un ouvert
V c U telle que Pu est lisse on a forcément u lisse.

Remarque : Plus simplement, P est hypoelliptique si :
PueC” = ueC”

Proposition : Tout opérateur elliptique est hypoelliptique.
Preuve : TODO!!! O
Exemple : Le laplacien A est hypoelliptique (car elliptique).

Exemple : L'opérateur de 1’éq. de la chaleur 9, — A est hypoelliptique (mais non
elliptique).

Exemple : L'opérateur de 1I’éq. d’onde (i.e. le D’Alembertien) O = 9,0, — A n’est
pas hypoelliptique (donc non elliptique).

Remarque : Bref, ce qui m’importe est que le laplacien est hypoelliptique :
Aw € QX (X) = w e QX (X)

C’est utile dans le théoreme de décomposition de Hodge.
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3.23 Opérateur de Green :

Soit M une variété riemannienne fermée (i.e. compacte et sans bord). Considérons
le laplacien de Laplace-de Rham

A: QN (X) - QF(X)

Ici QF dénote QF(X). Le laplacien de Laplace-de Rham sera défini beaucoup
plus bas dans la section sur la théorie de Hodge. On considere la corestriction du
laplacien a son image :

A QF 5 AQY

Cette derniere application est évidemment surjective. On quotiente le domaine par
le noyau de A :
A : QF /ker(A) — A(QF)

Cette application est évidemment bijective. Cette bijection est inversible. L’inverse
est 'opérateur de Green :

G : A(QF) = QF /ker(A)
Comme c’est I’inverse, il vérifie :
G oA=id sur QF/ker(A)

AoG =id sur A(QK)

Remarque : Voir la section sur le théoreme de décomposition de Hodge plus bas.

Remarque : Voir aussi la section sur la connexion de Coulomb sur A.
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3.24 Espace localement convexe :

Définition : Un e.v.t. E est dit localement convexe s’il vérifie 'une des trois
propriétés équivalentes suivantes :

1. il existe une famille de semi-normes P = {p} telle que la topologie de E est
initiale pour les applications en {x — p(x — y)|y € E, p € P}.

2. le vecteur nul possede une base de voisinages formée de convexes.

3. latopologie est engendrée par les translations de parties convexes, équilibrées
et absorbantes.

Remarque : Pour la définition de topologie initiale, de semi-norme, de convexe,
d’équilibré, d’absorbant, voir :

"2017-08-01 espace topologique.txt"
"2018-08-07 espace normé.txt"
"2017-08-23 partie convexe.txt"
"2017-08-23 partie équilibrée.txt"
"2017-08-23 partie absorbante.txt"

M

La notion d’espace localement convexe est le bon contexte pour parler de dualité.
Pour plus de détails, voir "2017-08-01 espace convexe.txt". Pour I’instant je garde
¢a au minimum ici, car la théorie des espaces localement convexes pourrait prendre
un livre au complet.
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3.25 Injection naturelle J dans le bidual (pour les espaces nor-
meés) :

Soit (X, N) un espace vectoriel normé sur K (R ou C). Soit T la topologie forte
sur X induite par N. Soit X’ le dual topologique de X pour la topologie forte 7 :
X' :={f : X - K|/ linéaire continue }

Proposition : X’ est un espace de Banach (pour la norme d’opérateurs).

Preuve : (car le dual d’un espace vectoriel normé est un espace de Banach) TO
DO!!! O

Soit X" := (X")’ le bidual topologique de X :

X" :={¢ : X’ - K|¢ linéaire continue }

Proposition : X" est aussi un espace de Banach.
Preuve : Car c’est le dual d’un espace vectoriel normé E’. O

Définition : L’'injection naturelle de X en X" est :
J: X = X" (J(x))(f) = f(x),Vxe X, feX

Proposition : L’injection naturelle J : E — E” est une application linéaire.
Preuve : Evident. O

Proposition : Soit (X, N) un espace vectoriel normé sur K (R ou C). Alors, pour
x € Eet f € E’ quelconques, on a :

[(fs0] < N(IN(x)

Preuve : Six estnul, I’inégalité est évidente (on a égalité). Si x est non nul, on pro-
cede comme suit. Pour f* € E” quelconque,ona N (f) = sup,eg (o3 [{/f, )|/ N (x) <
+00. Ceci implique que pour x € E\{0} quelconque on a N(f) > |[{f,x)|/N(x).
C’est-a-dire qu’on a |{(f,x)| < N(f)N(x). O
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Proposition : L’injection naturelle J : E — E” est bel et bien a valeurs en E”.

Preuve : Soitx € E quelconque. En utilisant I’inégalité de la derniere proposition,
on trouve :

NUG) = sup [0, DN

feE’\{0}

= sup |[J)(NI/N(S)
feE\{0}

= sup [f(0)I/N(S)
feE\{0}

= sup [(f,0)l/N(f)
feE\{0}

< sup N(fIN(x)/N(f)
feE\{0}

= sup N(x)
feE\{0}

= N(x)

< 400

D’ou N(J(x)) < +co. D’ol J(x) de norme finie (car N(x) de norme finie). D’ou
J(x) repose en E”. O

Proposition : L'injection naturelle J : E — E” préserve la norme, i.e. :

VGOl = lx]|
Preuve :
VI = sup  [J)WOI/IFI

feE'\{0}

= sup [f)I/IIfI
feE'\{0}

= sup [ fIIxI/ZNLAN
feE\{0}

=l

ou I’avant derniere égalité découle d’un corollaire en "2017-08-28 thm de Hahn-
Banach.txt". |

Proposition : L'injection naturelle J : £ — E” est une application linéaire
injective.
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Preuve : (1) Soit x € E\{0}. Par le corollaire en "2017-08-28 thm de Hahn-
Banach.txt", il existe f € E’ t.q. (f,x) = N(f)N(x) ett.q. N(f) = N(x) # 0.
C’est-a-dire, il existe f € E’ t.q. :

J(x)(f) = (f,x) = N(f)N(x) = N(x)* # 0
D’ou J(x) # 0 € E”. D’ou J injective. O

Preuve : (2) Soitx € E\{0}. Par la derniére proposition, J préserve la norme, i.e.
I/ (x)]| = ||x||. Puisque ||x]| # 0, alors ||J(x)|| # 0, alors J(x) # 0. O

Remarque : L’injection naturelle J est aussi dite evaluation map. En effet, J
revient a €valuer la valeur d’un élément du dual en un x € E donné.
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3.26 Injection naturelle J dans le bidual (pour les espaces loca-
lement convexes) :

Soit E un espace localement convexe. Soit E’ le dual topologique de E. Donnons
a E’ la topologie B(E’, E). Posons

JE = (EN5J(x)(f) = (f.x)

Proposition : J(x) € E”.

Preuve : L’application J(x) € (E’)* est continue pour la topologie o-(E’, E) sur
E’. Mais la topologie B(E’, E) sur E’ est plus fine que o (E’, E). Donc J(x) est
B(E’, E)-continue. Donc J(x) € E”. On peut alors considérer la corestriction de
JaE” ie.ona:

J:E—>E"

CLARIFIER CETTE PREUVE WIKI: TO DO!!! ]
Proposition : L'application J est injective.

Preuve : Soit E localement convexe sur un corps commutatif K. Soit x € E\{0}.
Montrons que J(x) # 0, i.e. montrons qu’il existe f € E” t.q. J(x)(f) # 0, i.e.
montrons qu’il existe f € E” t.q. (f,x) # 0. Ceci découle de Hahn-Banach sur
les espaces localement convexes : on prend f : K(x) — K; f(x) = 1 qu'on étend
a tout E (par Hahn-Banach). O
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3.27 Espace réflexif :

Définition : Soit (X, N) un espace vectoriel normé. X est dit réflexif si I’injection
naturelle J : X — X" est surjective.

Remarque : Comme J est injective, on aura X réflexif si J est bijective.

Remarque : Tout (X, N) normé réflexif est Banach puisque :

E réflexif =— E isométriquement isomorphe a E”
— E complet (car E” complet)
— FE Banach

Définition : Soit £ un espace localement convexe. Considérons J : E — E”.
Alors E est dit :

» semi-réflexif si J est surjective.
* réflexif si J est surjective et continue.

Exemple : Tout (X, (-, -)) Hilbert est réflexif (par double application du thm. de
représ. de Riesz).

Exemple : Tout L7, 1 < p < +o0, est réflexif.
Exemple : Les espaces de suites cg, £, £ ne sont pas réflexifs.
Exemple : L'espace C°([0, 1]) n’est pas réflexif.

Remarque : Pour certaines propriétés des espaces réflexifs, voir "2017-08-08
espace réflexif.txt".
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3.28 Paire duale :

Remarque : Ici je suis de tres pres la page wiki :fr sur les paires duales. En méme
temps, c’est moi qui a écrit le plus gros de cette page...

Définition : Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps commutatif
K. Soit B : E X F — K une application bilinéaire. B induit deux applications
linéaires :

E — F';x - B(x, -)

F— E* 5y B(-,y)
B est dite :
1. non dégénérée a gauche (ou injective a gauche) si E — F* est injective,

2. non dégénérée a droite (ou injective a droite) si F — E™ est injective,
3. non dégénérée si elle est non dégénérée a gauche et a droite.

Lorsque B est non dégénérée :

1. E et F sontdits étre en dualité par B (ou encore €tre mis en dualité séparante
par B).

2. on écrit (-, - ) au lieu de B.

3. letriple (E, F, (-, -)) est nommé paire duale.

4. (-, -) estdit étre un appariement dual.

Remarque : Pairing, en anglais, est appariement.

Remarque : Un exemple évident d’appariement de dualité est I’accouplement de
dualité entre E et son dual algébrique E* :

(-, Y:E"XE > K;(f,x) > (f,x) := f(x)

On a donc une paire duale (E*, E, (-, -)) (peu intéressant). Un cas plus intéres-
sant est la paire duale (E’, E, (-, -)) pour E localement convexe et E’ son dual
topologique (voir les exemples plus bas).

Définition : ("définition") Soit (E, F, (-, -)) une paire duale. Considérons les
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deux applications linéaires
E — F*;x— B(x, +)
F— E%y— B(-,y)

induites par 1’application bilinéaire (-, - ). La paire duale (E, F, (-, -)) est dite :

1. forte a gauche si E — F* est surjective,
2. forte a droite si F — E™ est surjective,
3. forte si elle est forte a gauche et a droite.

L’appariement dual (-, -) est dit fort lorsque (E, F, (-, -)) est une paire duale
forte.

Proposition : En dimension finie, toute paire duale est forte.

Preuve : Soit (E, F, (-, -)) une paire duale. Alors on a deux injections E — F* et
F* — E. Alors dim(E) < dim(F*) = dim(F) et dim(F) < dim(E*) = dim(E).
D’ou dim(E) = dim(F). D’ou E = F. Les injections E — F* et F* — FE sont
donc surjectives. Donc (E, F, (-, - )) est une paire duale forte. O

Proposition : En dimension infinie, aucune paire duale est forte.

Preuve : Soit (E, F, (-, -)) une paire duale forte. Montrons que E et F' sont de
dimension finie. Comme la paire duale est forte, on a deux isomorphismes

¢:E— F'x— (x,-)
y:F > E%y ()
Puisque tout isomorphisme est inversible, on a aussi deux isomorphismes :
¢~ F = E;B o xptq. B()) = (xp.y), Yy € F

Y ET 5 Fia - yo t.q. a(x) = (x, v,), Vx € E

On considere alors les applications transposées (i.e. pull-back) de ces deux derniers
isomorphismes

(N E*— (F)5 (¢ ) (@) =aocg™
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W) F > (E) () (B) =Boy”
Ce sont deux isomorphismes. Considérons alors les deux isomorphismes suivants :
JE:E— (E9Jg =W ) o
JriF — (F)5Jp=(¢) oy

Pour x € E, que vaut Jg(x) € (E*)*? Soit @ € E* quelconque. On calcule alors
directement :

(JE(x)) (@)

(™) o p)(x)(a)

= () (@))()

= (™ )"x N(a)

= (g (D))

= (¢ (@)

= (X, Ya)

= a(x)
D’ou:

(JE() (@) = a(x)

C’est-a-dire, Jg est I'injection naturelle de E dans son bidual algébrique (E™*)*.
Mais I’'injection naturelle Jg est surjective seulement si E est de dimension finie
(voir Paul R. Halmos (1958), Finite-dimensional vector spaces). Puisqu’ici Jg est

un isomorphisme, on en conclut que E est de dimension finie. De la méme maniere,
on trouve :

Jr(Y(B) = B(y)

et on conclut que F est aussi de dimension finie. D’ou la paire duale forte
(E,F,{-, -)) est forcément de dimension finie. O

Remarque : Bref, la définition de paire duale forte semble inutile. En fait, ellen’a
d’utilité qu’en tant que prototype de définition qui doit étre adaptée en fonction du
contexte (voir Abraham, Marsden et Ratiu (1988), Manifolds, Tensor Analysis, and
Applications, p. 103.). Voir I’exemple (E’, E, (-, -)) pour E localement convexe
plus bas.

Définition : Soit £ un espace vectoriel. Soit E* sont dual algébrique. La paire
duale (E*, E, (-, -)) donnée par :

<','>IE*XE—>K;(f,X)|—><f,X> ::f(X)
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est dit étre I’appariement naturel. C’ est-a-dire, I’appariement naturel est 1’apparie-
ment dual correspondant a I’accouplement de dualité. (I’accouplement de dualité
est un exemple particulier d’appariement de dualité).

Définition : Soit (X,Y, (-, -)) une paire duale. Alors x € X et y € Y sont dits
orthogonaux si (x,y) = 0.

Définition : Soit (X,Y, (-, -)) une paire duale. Soit M C X. Soit N C Y. Alors
M et N sont dits orthogonaux si pour tous x € X,y € Yona (x,y) =0.

Exemple : (appariement naturel) Soit E un espace vectoriel sur un corps commu-
tatif K. Soit E£* son dual algébrique. Considérons le triple (E*, E, (-, -)) ou:

(+, Y E"XE > K
(f,x) = {f,x) = f(x)

Alors on a deux applications :
E* > ESfeo(f,)=f()

E— (E)%5x - (x) = J(x)(")

ou J est I'injection naturelle de E dans son bidual algébrique (E*)*. La premicre
application est bijective (c’est I’identité). La seconde application Jg est injective
car le dual algébrique E* de E sépare toujours E (en supposant 1’axiome du
choix vrai), i.e. pour tout x € E\{0}, il existe f € E* tel que f(x) # 0. Enfin,
I’application Jg sera surjective si et seulement si £ est de dimension finie (voir
plus haut). Bref, (E*, E, (-, -)) est une paire duale et (-, -) est un appariement
dual dit appariement naturel (ou encore accouplement de dualité). Cette paire
duale est forte si et seulement si E est de dimension finie.

Exemple : Soit (E, F, (-, -)) une paire duale. Alors on peut définir une nouvelle
paire duale (F,E, (-, -)) ou (y,x) := (x, y).

Exemple : Soit £ un e.v.t. localement convexe. Soit £’ son dual topologique.
Considérons le triple (E’,E, (-, -)) ou:

(«, ) E"XE > K
(f,x) = (f,x) = f(x)
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Alors on a deux applications :
E'—E%fo(f.)=/()

E— (E)5x - (x) = J()()

La premiére application est injective et a pour image £’ < E*. Sa corestriction E’
est donc I’identité
E' — E’

La seconde application est :

JE = (E)5T(x0)(f) = (f.x)

Donné x € E, I’application

J(x) 1 B = K f = J(x)(f) =(f,x)

est continue pour la topologie o (E’, E) sur E’. Elle est donc continue pour la
topologie B(E’, E) (car B(E’, E) est plus fine que o(E’, E)). Donc J(x) € E”.
Donc J(E) < E”. En considérant la corestriction de J a E” < E*, on a alors une
application

J.:E—>E"

L application J est-elle injective? Soit x € E\{0}. Alors existe-t-il f € E’ t.q.
(f,x) # 0? Oui, ceci découle de Hahn-Banach sur les espaces réflexifs (on prend
f : K{x) = K; f(x) =1 quon étend a tout E, voir plus bas). Cette application
est-elle surjective sur E” ? Seulement si E est semi-réflexif. Bref, au sens strict,
(E’,E, (-, -)) est une paire duale faible. En considérant les corestrictions

E' > FE'
E N EI/

le triple (E’,E, (-, -)) est une paire duale forte si et seulement si E est semi-
réflexif.

Remarque : Dire c’est quoi la topologie o (E’, E) et la topologie B(E’, E). TO
DO!!!
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Exemple : Soit M une variété lisse réelle de dimension finie n. Soit QX (M)
I’espace des k-formes différentielles lisses a support compact sur M. Alors :

(-, ) QEM)x QI (M) > R

(@, 8) — (@.B) ::/ oy

M

est un appariement dual (car injectif a gauche et a droite). Ce faisant, le triple
(Qf(M)’ Qg_k(M)a < N >)

est une paire duale.
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3.29 Théoreme de Hahn-Banach :

Définition : (fonction convexe) TO DO!!!

Théoréme : (de Hahn-Banach analytique) Soit E un espace vectoriel réel. Soit
p : E — R une fonction convexe réelle. Soit F' < E un sous-espace vectoriel de
E. Soit f : F — R une forme linéaire (i.e. f € F* le dual algébrique). Supposons

f(x) < px), Vxe F
Alors, il existe un prolongement linéaire g de f sur E t.q. :
gx) < px), Vxe E

Preuve : TODO!!! O
Définition : (un convexe C enune.v.t. E) TODO!!!
Définition : (sous-espace affine) TO DO!!!

Définition : (sous-ensembles disjoints, sous-ensembles séparés, etc.) a mettre
dans une éventuelle section sur la théorie des ensembles plus haut, TO DO ! ! !

Théoreme : (de Hahn-Banach géométrique) Soit E un e.v.t.. Soit C un convexe
ouvert non vide de E. Soit L un sous-espace affine de E qui est disjoint de C. Alors
il existe un hyperplan affine qui contient L, qui est disjoint de C, qui est fermé.

Preuve : TODO!!! m|

Corollaire : (du thm. d’Hahn-Banach analytique) Soit (E, N) un espace vectoriel
normé. Soit F' < E un sous-espace vectoriel de E. Soit f € F’ une forme linéaire
continue sur F. Alors on peut prolonger f a une forme linéaire continue g € E’
sur £ de méme norme que f, i.e. :

glr=f
N(g) =N(f)

Preuve : Soit f € F’. Comme f est continue, f est bornée, i.e. N(f) < +co.
Considérons la fonction convexe p(x) := N(f)N(x). Pour x € F quelconque, on
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sait que :
KA C K0l
NI =SNG = Ne
1<f> )]
— N(f) 2

= [(f,0)| < N(f)N(x)
= f(x) =(f,%) <[{f,x)l < N(fIN(x) = p(x)
D’ou f(x) < p(x) pour tout x € F. Par le théoréme de Hahn-Banach analytique,
il existe g € E* tel que :
glr=1rf
g(x) <plx), VxeE

On vient donc de montrer que f s’étend a une fonctionnelle linéaire g € E*.
Montrons que g est de méme norme que f :

g(x) < p(x)
= |g(x)| < p(x) car p(x) non négative
= [g:x)| < N(f)N(x)

1{g,x)|
= L&)
= sup |<g’x>|§N(f)

xee\{0} N(x)
= N(g) < N(f)
D’ou N(g) < N(f). Mais g est une extension de f et donc N(g) > N(f). D’ou

N(g) = N(f).Enfin, N(g) = N(f) < +o0, donc g est bornée, donc g est continue,
donc g € E’ le dual topologique. O

Corollaire : Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Soit x € E. Alors il existe
(au moins) un élément conjugué dual f € E’ t.q. :

(f,x) =N(f)N(x)
N(f)=N(x)

Preuve : Six =0, on prend f = 0 et c’est terminé. Supposons x # 0. Considérons
I’espace vectoriel F = K(x) engendré par x. Sur F on prend f € F’ tel que f(x) #

70



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

0. On peut choisir f tel que N(f) = N(x). Ainsi (f,x) = f(x) = N(f)N(x). Par
le dernier corollaire, on peut étendre f a g € E’ t.q. N(g) = N(f). On a alors
(8,x) = N(g)N(x) et N(g) = N(x). O
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330 E’sépareE :

Proposition : Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Alors le dual topologique
E’ sépare E, i.e. :

Vx € E\{0}, 3f € E’, tq. f(x) #0

Preuve : Soit x € E\{0} quelconque. On considere I’espace vectoriel de di-
mension 1 engendré par x : Comme cet espace est de dimension finie, il y existe
une forme linéaire (et continue) f telle que f(x) = 1. Par un des corollaires du
théoréme de Hahn-Banach, f s’étend a g € E’ linéaire et continue. Donc il existe
geE telqueg(x)=1=#0.

Remarque : La proposition est vraie pour E un e.v.t. localement convexe (et pas
que le cas normé). Faire la preuve dans ce contexte plus général. TO DO!!!

Remarque : Soit E un e.v.t. localement convexe. A x € E il existe f € E’ t.q.
f(x) # 0. Ceci est utile pour montrer que le triple (E’, E, (-, -)) est une paire
duale. En effet, comme E’ sépare E, I’inclusion canonique J de E dans son bidual
topologique E”

J:E—E"

x> J(x)
ou J(x)(x) := f(x) est bel et bien une injection :

x#0 = Jfe€eE'tq f(x) 20 = Jx)(f)=f(x) #0 = J(x) #0
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4 Géométrie différentielle

4.1 Introduction :

Dans cette section je voudrais établir les principales définitions et les principaux
théoremes de géométrie différentielle. Pour I’instant je vais me contenter du théo-
reme de Stokes.

4.2 Théoreme de Stokes :

Théoréme : (de Stokes) Soit M une variété différenticlle orientée de dimension
n. Soit @ € Q" !(M) une (n — 1)-forme différentielle 4 support compact sur M de

classe C!. Alors :
/da:/ Ca
M oM

ou d est la dérivée extérieure, 0 M est le bord de M, muni de I’orientation sortante,
t:0M — M est I’injection canonique du bord de M en M.

Remarque : Ici je cite le théoreme de Stokes énoncé sur wiki :fr. Si je le cite ici,

c’est pour rappeler le fait que « doit étre a support compact. Considérons les deux
exemples suivants.

Exemple : M = [0,1],9M ={0,1}, @ = x. Alors :
/ da = dx =1
M [0,1]

/a:/ x=xlp=1-0=1
oM {0,1}

Le théoreme de Stokes est vérifié. Ici, a est a support compact car M est compacte.

Exemple : M =]0,1[,dM =0, a = x. Alors :

/ da = dx=1
M 10.1]
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/ a/:/x=0
oM 0

Ici, le théoreme de Stokes "échoue” car a n’est pas a support compact (son support
est tout M qui n’est pas un compact).

Remarque : 11 me faudra donc faire attention a la condition d’avoir @ a support
compact lorsque j’utilise le théoreme de Stokes (et aussi a la condition d’avoir M
orientable). Revenir sur les présentes réflexions plus bas quand je parlerai de la
relation entre la codifférentielle § et I’opérateur (-, -),-adjoint d’ de la dérivée
extérieure d.

Question : Il me semble que si je suis dans le contexte de I’exemple 1, j’aimerais
pouvoir utiliser Stokes pareil, méme si @ n’est pas a support compact. Existe-t-il
une maniere simple de compactifier M pour utiliser Stokes lorsque @ n’est pas a
support compact ? Idéalement ¢a permettrait d’aller de I’exemple 1 a I’exemple
2 sans complications. Dans un contexte de ]0, 1[C R c’est facile, on prend la
fermeture en R. Mais pour une variété différentielle non compacte M qui n’est pas
dans une variété ambiante, peut-€tre il y a des subtilités. Revenir la-dessus. TO
DO!!!
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5 Théorie de Lie

5.1 Groupe de Lie et algebre de Lie :

Définition : Un groupe de Lie G est un groupe G qui est une variété lisse dont les
actions a gauche et a droite sur lui-méme sont différentiables.

Définition : L’algebre de Lie Lie(G) de G est I’ensemble des champs vectoriels
invariants a gauche sur G, i.e. (Lg).X = X, muni du crochet de Lie.

Proposition : L’algebre de Lie est isomorphe au tangent a I’identité 7,G muni du
crochet de Lie.

Je parlerai donc du tangent a 1’identité lorsqu’il sera question de 1’algebre de Lie
de G. On dénote aussi Lie(G) par g. Ainsi :

g:=1.G
Remarque : Toute algebre de Lie g est munie d’un crochet de Lie :
[.-]1:axg—g
bilinéaire et antisymétrique qui vérifie I’identité de Jacobi :

0=[&1, [£2,&6]] + [&2. [63.61]] + [&3. [61, 620, Vé1,E,65€ ¢
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5.2 Action de groupe :

Définition : Soit X un ensemble et un homomorphisme
D :G — Aut(X)

On dit alors que X est un G-ensemble. Ou encore que G agit sur X via ’action de
groupe O.

Remarque : Ici jutilise la notation Aut(X) méme si X est juste un ensemble
qui n’a pas forcément de "structure". Il serait donc peut-€tre préférable d’utiliser
Sym(X), le groupe symétrique de X, i.e. des permutations de I’ensemble X, au

lieu de Aut(X) le groupe des automorphismes de X.

Notation : On dénote par X© I’ensemble des points G-invariants de X. C’est-a-
dire, I’ensemble des points fixes de ©.

Définition : Soit x € X. L’ orbite de x est le sous-ensemble

O ={P;(x)|lge G} C X

Définition : Soit x € X. Le stabilisateur de x est le sous-groupe

G, =stabg(x) :={g € G|D,(x) =x} < G

Définition : On dit que I’action @ est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite, i.e.
siVx,y € X,3g € G tel que O (x) = y.

Proposition : Il y a une bijection entre G /G, et O, donnée par

[g] = Dg(x)

Définition : L’action @ est dite libre si :

G,={e}, Vxe X
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5.3 Quotient de groupe :

Soit H < G un sous-groupe de G.
G/H :={gH|g € G}

ou
gH :={gh|lh € H}

On définit aussi
H\G :={Hg|g € G}

Hg :={hg|h € H}
Rappel : G agit sur lui-méme par la gauche et par la droite :
L:GxG —G;(g1,8) — Lgg2=g1%2

R:GXxG — G;(81,82) — Ry 82 = 8281

Ces deux actions sont évidemment transitives.

Remarque : Les actions L et R descendent respectivement aux actions
L:GxG/H — G/H;(g1,8:H) = Ly g:H = (8182)H

R:Gx H\G — H\G; (g1, Hg2) — Rg Hgr = H(g281)

Au vu de la définition de G/H et H\G, ces deux dernieres actions sont aussi
transitives.
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5.4 Représentation de groupe :
Définition : Pour G un groupe et V un espace vectoriel, une représentation de G
sur 'V est un homomorphisme

p:G — Aut(V)

Remarque : Une représentation p : G — Aut(V) induit une représentation
duale :

p" 1 G — Aut(V*)
g~ p(g) = (p(8)
Proposition : Pour tout g € Gettouta € V*ona:
pr(g)a=aocp(g™)

Preuve : On calcule directement :

p(g)a = (p(g)*ea=ao(p(g) ' =aop(g™)

Corollaire : Ona:
(p*(g)a,v) = (a,p(g_l)\/), VgeeG,aeV',veV

(p* (&, p(g)v) = (a,v)

Proposition : La représentation duale p* est bel et bien un homomorphisme.

Preuve : On veut montrer que p*(g1)p*(g2) = p*(g1g2). On calcule directement :

p*(g1)(p"(g2)a@)
= p*(gD(aop(gy"))
= aop(g;)op(sr")
= aop(gy'sr")

= aop((g182)7™")

= p(g182)a

(p*(g1)p"(g2)
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O

Remarque : De méme, p induit une représentation sur les tensorisations V""" ®
(Vom:
PR.OPAP ®..Q8p  : G — Aut(V" ® (V")

Remarque : La représentation infinitésimale duale (ou duale infinitésimale) est
donnée par

(P (Aa,v) = ((p)" (A, v) = (a, p.(-A)v)

pour A € g.
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5.5 Automorphisme intérieur : : G — Aut(G) :

Définition : Soit G un groupe. Alors I’homomorphisme
t:G — Aut(G);  g(h) = ghg™!
est dit étre 1’automorphisme intérieur sur G. Pour tout g € G, on a alors
e:G—G; h ghg™
Proposition : (,(e) = e, Vg € G.
Preuve : (,(¢) = geg ! =gg7 ! =e. O
Proposition : g o, =g, 0 tg,, Vg1,82 € G.
Preuve : Pour g3 € G quelconque on trouve :

(8182)83(8182)~"
= 2182838587

= 1,,(828385")

= g (ng (83))

= (Lgl © ng)(g3)

Lglgz(g3)
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5.6 Représentation adjointe Ad : G — Aut(g) :

Définition : I”homomorphisme
Ad : G — Aut(g)
dit représentation adjointe de G sur g est défini via I’isomorphisme
Adg = (tg)sle tg— 9

Proposition : Si G est un groupe de Lie matriciel, Ady& = g€g™! pour tout & € g
etgeG.

Preuve : Soit g(7) une courbe en G telle que g(0) = e et %) 0g(t) = £, Alors
1=

pour un g € G quelconque :

Adgé: (Lg)*le(é:)

= (Lg)*le (%
d

dr
d

dr

g(t))

=0

6)

=0

(gg(t)g'l)

t=0
B d
AT

= gég!

g(f)) g

=0

O

Proposition : La représentation adjointe Ad : G — Aut(g) est un homomor-
phisme de groupes :

Adglgz = Adg1 ° Adgz’ \7/81, g2 € G
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Preuve : En utilisant la derniere proposition on trouve directement :

Adg e, = (Lglgz)*|e

(Lg1 0 ng)*le

((Lgl)* © (ng)*) le
((Lg1)*|e) 0 ((ng)*|e)
Ad,, o Ady,

Corollaire : (Ad,)™! = Ad -1, Vg € G.

Preuve : Il suffit de montrer que Ad,-1 est bel et bien I'inverse de Ad,. On vérifie
directement :
Ad,-1Adg = Ady-1, = Ad, = idg

AdgAd, 1 = Adge 1 = Ad, = idg

Proposition : Adg, o Adg, 0 Ady-1 = Ad,, ;. V81,82 € G.

Preuve : Ady, o Adg, o Ad,1 = Ad Ad

gi1g2gy! T g 820

Proposition : Le crochet de Lie est Ad-équivariant au sens ou :

Adg[é1, 8] = [Adgér, Adyér], Vg € G, &1,é2 € ¢

Preuve : Si G est un groupe de Lie matriciel, on calcule directement :

g(&1& — E61)g™

= ghiérg! - gbré1g”!

= gig'gbrg™ —grg T gt1g™!

= (Adg‘fl)(Adg'fZ) - (Adg§2)(Adg§1)
= [Adgé1, Adgéo]

Adg[€1, 8]

Le cas général est aussi vérifié en utilisant le fait que Adg = (14)+|. est un push-
forward et entre donc dans le crochet (de Lie) [ -, - ]. O
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Corollaire : [Adgfl,fz] = Adg [fl,Adg—lfz], Vg € G, fl,fz €g.

Preuve : Découle directement de la derniére proposition. O
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5.7 Représentation coadjointe duale Ad* : G — Aut(g*) :

Soit g* le dual de g. On a un appariement de dualité (alias pairing) entre g* et g
naturel donné par 1’évaluation

(~.-):g"xg—>R
(@.8) = (a.&) = a(é)
Définition : L’homomorphisme
Ad* : G — Aut(g")
dit représentation coadjointe de G sur g* est défini implicitement par

(Adga, &) = (@, Ady1€), VgeG,Eegaeg

Remarque : On prend g~' pour que Ad* soit un homomorphisme et non un
anti-homomorphisme.

Proposition : Ady ., = Ad, Ad,,, Vg1,82 € G.

Preuve : Pour ¢ € g et @ € g* quelconques, on trouve directement :

<Ad§1g2a’§> = (@, Ad(g,q,)-1€)
= (a, Adg2—1g1—1§>
= (a/, AdgglAdg;1§>
= (@, Ady-1(Adg1€))
= (Adj,a,Ad,8)
= (A}, (Ad,0),€)
= ((Ady, o Ady,)a, &)
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5.8 Représentation adjointe ad : ¢ — End(g) :

Définition : La représentation adjointe de § sur g

ad : ¢ — End(g)
& adg

est par définition
ad := Ad.|, : T.G — Tig,Aut(g)

Remarque : On a une G-action de groupe sur g via Ad. A & € g correspond le
champ vectoriel fondamental £* = ad¢ € X(g) sur g.

Proposition : Adcy, = exp oad.

Preuve : Plus généralement, si f : G — H est un homomorphisme de groupes
de Lie, alors fi|. : ¢ — b Vérifie f o exp = expof.|.. En prenant H = Aut(g),
b = End(g), f = Ad, f.|. = ad, on a ce qu’on cherche. O

Proposition : L’évaluation du champ vectoriel adg, € X(g) en & € g est donnée
par :

adg, ¢, = adg, (&) = [£1, &2]

Ici, & et & sont, dans les trois premiers membres, en g et sont, dans le dernier
membre, vus comme champ vectoriel invariant a gauche sur G.

Preuve : On montre d’abord la premiere égalité :

§I*|§2
d

dr

adé:l |§2

Adexp(1£))&2
=0

3| oP(de)E:

= adg1 fz
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Ensuite :

d

adfl (52) = 7

3| Adexpig)é2

=0

@l exp(1&1)ér exp(—t£1)

= £10& -6 o0&
= [&1,&]

Proposition : Le crochet de Lie est ad-adapté au sens ol

adg, [£2, &3] = [adg &2, &3] + [£2,adg &3], VE1, 62,63 €9

Preuve : Comme ad = Ad. on applique la regle de Leibniz sur la dérivée par r de
Adg () [€2, &3] = [Adg(né2, Adg(né3] en t = 0 pour une courbe g(7) en G telle que

g(0) =eet %Lzog(l) = &1. Cest-a-dire :

(Ad.lc(€1))([€2,&3])
(Adg([£2,£3])

=0

[Adg(1yé2, Adg(1)é3]
1=0

adg, [£2, &3]

dr
d

dt

d
_[a

d
Adg(Hé2, Adg(0)E3] + [Adg(0)é2, "

Adg &3]
=0

t=0 t=

d d
= [(Ad.|. (a g(t)))g%Ade‘ffi] + [Ade(fZ’ (Ad.|, (a
t=0

= [(Adile (§1))&2,1dg&3] + [1dg2, (Ad.l, (£1))E3]
= [adg &2, &3] + [£2, adg &3]
Ou encore, une autre manicre de montrer 1’égalité recherchée adg [&£2,&3] =

[adg, &2, &3] + [€2, adg, €3] est d’utiliser I'identité de Jacobi sur la somme cyclique
des crochets :

g(t)))§3]
=0

t

0 = [&1, [&2,&]] + [&2, [&3, E11] + [ &3, [€1, é2]]
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Corollaire : [ads-, -] =adg[-, -] —[-,ad¢-].

Preuve : Découle directement de la derniére proposition. O

Proposition : Ad, o ad; o Adg—l = adAdgg, Vg e G, £ €g.

Preuve :
matriciel, on calcule directement :

(Adg o adgl o Adg—l)(.fz)

Soient g € G, &1,& € g quelconques. Si G est un groupe de Lie

Adg(adg, (Ad,-1(£2)))
= Adg(adg, (g7'628))

= Adg([¢1,87'6¢])

= [Adg(£1), Ady(g™'628)]
= [Adg(é1).88 62887
= [Adg(&1), 2]

= adag¢ (£2)

Montrons le cas générique. Souvenons-nous de I’égalité Adg, o Ad, o Adgl—l =
Ad,, ¢,, V81,82 € G. Considérons une courbe g(¢) en G telle que g(0) = e et

d

(Adg o adfl o Adg—l)(fz)

E‘ g(t) = &1. On calcule directement :
=0

Ad, (adg, (Adg-1(£2)))

d
Adg( 5 o Adg(t) (Adg’l ('fZ)))

t

. Adg (Ady () (Ad,-1(£2)))

(Adgg(r)g-1£2)

=0

(Adng(t)§2)

=0

d
dr
d
dr
d

dt
ad

d:

&
~ g8 (1)

t=0

ad

&
g(t)
=0

(te)le %

adad, & &2
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O

Proposition : Lareprésentation adjointe ad : ¢ — End(g) est un homomorphisme
d’algebres :
adg, &) = [adg, adg,]

Preuve : Soient &1, &, &3 € g quelconques. En utilisant 1’identité de Jacobi, on
trouve directement :

adjg, ¢,63 = [[£1,62], 3]
= —[[&,&].61] - [[€,&1], &]
= [&1, [62,8]] - [&2, [€1,63]]
= adg adg, &3 — adg,adg &3
= (adg oadg, —adg, o adg,)&3

= [Eld%fl , ad§2]§3

O

Remarque : On peut définir la structure d’algebre [ -, -] : gxg — gsurg :=7,G
a partir de la représentation adjointe ad comme :

[£1,&2] = adg, (&2)
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5.9 Représentation coadjointe duale ad” : ¢ — End(g*) :

De la représentation adjointe
ad : ¢ — End(g)
de g on peut définir ’homomorphisme d’algebres
ad* : ¢ — End(g")
dit représentation coadjointe de g sur ¢* comme I’opérateur adjoint de —ad :

(adf @, &) = (@, —adg,&2), VE1,6,€0, a€g’

Proposition : On peut exprimer ad”* depuis Ad" : G — Aut(g*) comme :
ad’ = (Ad").l. : T.G — Tig, Aut(g’)

Preuve : Soit g, = exp(t&1) pour &1 € g. Soient g € g* et &, € g. Alors :

exp(1£1)))1, &2)

t=0

(((Ad)sle(E0))m, £2) <((Ad*)*|e(%

d
dr
d

dt

» (Adzxp(,&)n, &)

(M, Adexp(-1¢)é2)
t=0

d
= <77a a o Adexp(—t§1)§2>

= <'7’Ad*|e(—§l)§2>
= (n,—adg &2)
= (ady n.&2)

D’ou ad® = (Ad").|e. O

Remarque : Pour ¢ € g, adg est le champ vectoriel fondamental £* sur g* donné
par la représentation coadjointe Ad*. C’est-a-dire,

adé*; € X(g")
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En particulier,
adg|, € T,8°

et
adg(n) € ¢

peuvent étre vus comme équivalents en associant 7,6 a g*.
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5.10 Forme de Killing et algebre de Lie semi-simple :

Définition : La forme de Killing est par définition :

K:gxg—R
(£1,82) = K(&1,&2) = Tr(adg, o adg,)

Proposition : K est Ad-invariant :
K(Ad;A,Ad,B) =K(A,B), Vg€ G,A,Beg

Preuve : On calcule directement

K(AdgA,Ang) Tr(adAdgAadAng)

= Tr(AdgadsAd,1AdgadpAd, 1)
= Tr(AdgadAadBAdg_l)

= Tr(adsadp)

= K(A,B)

Proposition : K([&1,&],&3) = K(€1, [€2,&3]), V1, 62,63 € g.

Preuve : En utilisant le fait que ad[¢ ¢,] = [adg , adg, | pour tout £1,&, € g, on
calcule directement :

K([£1,62].63) = Tr(ad, &) o adg,)
= Tr([adg,,adg,] o adg,)
= Tr(adg, o adg, o adg,) — Tr(adg, o adg, o adg,)
= Tr(adg, o adg, o adg,) — Tr(adg, o adg, o adg,)
= Tr(adg, o [ad,, adg;])
= Tr(adg, o adp, ¢))
= K(&1, [&.6)])
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Corollaire : K([&1,&62],82) =0, Vé1,&, € g.

Preuve : En utilisant la derniere proposition :

K([&1,&2],62) = K(é1,[62,62]) = K(£1,0) =0

O

Définition : Soit g une algebre de Lie (je suppose toujours sur R ou C). Soith < g
un sous-espace vectoriel de g. Alors :

* P est dit étre une sous-algebre de Lie de g si [h, ] < D, i.e. si elle est fermée
pour le crochet.
* P est dit étre un idéal de g si de plus [b, g] < b.

Remarque : Ici les crochets dénotent plus spécifiquement le span des crochets,
1e.:

(81, 82] = K([£1,&2] : €1 € 81,62 € 92)
ou K est le corps R ou C.

Proposition : [g, g] est un idéal en g.

Preuve : D’abord, [g, g] un sous-espace vectoriel de g car est un span linéaire.
Donc [g,g] < g. Donc [[g, g], 8] < [g,g]. Donc [g, g] est un idéal en g. O

Définition : Soit g une algebre de Lie. Alors :
* g est dit &tre simple si g est non abélienne et si les seuls idéaux de g sont {0}
etg.
* g est dit étre semi-simple si g est une somme directe d’algebres de Lie
simples.

Proposition : Soit g une algebre de Lie simple. Alors [g, g] = g.

Preuve : Soit g simple. Par la derniére proposition, g, g] est unidéal en g. Comme
g est simple, [g, g] est soit {0} soit g. Mais g est non abélien car simple. Donc

[8.8] = g. O

Proposition : Soit g semi-simple. Alors g est simple.
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Preuve : Evident. o
Proposition : Soit g une algebre de Lie semi-simple. Alors [g, g] = g.

Preuve : Soit g semi-simple. Alors g se décompose en somme directe g = &®;g;
ou les g; sont des idéaux tels que [g;, ;] = 0; ;¢;. Ainsi,

[g.0] = [®i6:.©;8;] =& ®; [8i,9/] =S ®; 0,0, =B =9

O

Définition : Soit g une algebre de Lie sur R ou C. Posons g'*!) := [g(®), (0],
ot g\ := g, la série dérivée de g. Alors g est dite résoluble s’il existe un k € N
tel que g*) = {0}.

Proposition : Soit g semi-simple. Alors g n’est pas résoluble.

Preuve : Soit g semi-simple. Par la derniere proposition, gV = [g,g] = g. Par
induction on trouve g'¥) = g. Donc, pour tout k € N, on a g*¥) # {0}. D’ot1 g non
résoluble. O

Proposition : (critére de Cartan) : Une algebre de Lie g de dimension finie sur
un corps de caractéristique O (e.g. sur R ou C) est résoluble si et seulement si
K(g,[9,8]) =0, ou K est la forme de Killing.

Preuve : TODO!!! O

Proposition : Soit g une algebre de Lie simple de dimension finie sur R ou C.
Supposons g simple. Alors K est non dégénérée sur g.

Preuve : Soith := {£ € g : K(&, -) = 0}. Montrons que } est un idéal en g, i.e.
montrons que pour &1 € heté, € gon a [£1,&] € b. Ceci découle du fait que :

K([é1,&2], ) = K(é1,[&, D) =0

Maintenant, g est simple, donc b est soit {0} soit g. Si } est {0}, alors K est non
dégénérée sur g. Si b = g, alors K est nul sur g. Donc, par le critere de Cartan, g
est résoluble. Mais g est simple, donc non résoluble, ce qui est une contradiction.
D’ou le fait que K est non dégénérée sur g. O

93



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Proposition : Soit g semi-simple. Alors K est non dégénérée sur g.
Preuve : Comme g est semi-simple, alors g est une somme directe d’algebres

simples. Mais K est non dégénérée sur chacune de ces algebres simples. Donc K
est non dégénérée sur la somme directe g. O
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5.11 Groupes U(2) et SU(2) :

Définition : Les groupes U(2) et SU(2) sont définis par :
U(2) = {g € GL(2;0)|g"g = 1}

SU(2) = {g € U(2)|det(g) = 1}

Proposition : Les algebres de Lie u(2) et su(2) de U(2) et SU(2) sont respecti-
vement :
u(2) = {g € Mat(2,2;C)|g" + g = 0}

su(2) = {g € u(2)[Tr(g) = 0}

C’est-a-dire, les matrices anti-hermitiennes forment une base de u(2) et celles
anti-hermitiennes qui sont de plus de trace nulle forment une base de su(2).

Définition : Les "quatre" matrices de Pauli sont par définition :

|10 101 10 =i |10
7010 1 T o] PToo T30 -1
Remarque : La premiere matrice est la matrice identité et n’est usuellement pas
définie comme étant une matrice de Pauli.

Proposition : Les algebres de Lie u(2), su(2) et gl(2,2;C) = Mat(2,2;C)
peuvent respectivement s’écrire en base vectorielle :

u(2) = R{iog, ioy,ion,i03)

su(2) = R{ioy,io,i03)
al(2,2;C) = R0y, 01, 02, 03, i00, i071, 1073, i03) = C{0, 071, 072, 03)

Si on pose x; :=ioy et ty = —xi /2 = oy /(2i), pour k =0, 1,2, 3, alors :
u(2) = R{xo, x1,x2,x3) = Rto, 11,12, 13)

su(2) = R{xy,x2,x3) = R(t1, 12, 13)
gl(2,2;C) = C{xp, x1,x2,x3) = C(to, 11,12, 13)
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Remarque : La composition des matrices de Pauli o (resp. des xj et des ;) est
donnée par :

o100, =103 Oy 003 =107 o300] =i0y

X1 0X2 = —X3 X2 0 X3 = —X] X3 0X] = —X2
tiotry=13/2  totz=t1/2  t3ot; =1/2

La permutation des matrices vérifie :
0;00j=—0;00;

XiOXj =—XjOoX
ljot;j=—t;0l;

Le crochet des matrices est donné par :

(o1, 02] = 2io3 [0, 03] = 2io [03,01] = 2io»
[x1,x2] = —2x3 [x2,x3] = =2x; [x3,x1] = =2x
[t1,12] =13 [t2,13] =11 [t3,11] =12

Proposition : Pour su(2), la forme de Killing K (&1, &) = Tr(adg, o adg,) est
définie négative et vérifie :

K(&1,62) = 4Tr(&) 0 &), V&1, & € su(2)

Preuve : On a vu plus haut que su(2) = R{x, xp,x3). Puisque su(2) est un
espace vectoriel réel de dimension 3 en base x,x», x3, on peut voir ces matrices
complexes de taille 2 X 2 comme vecteurs réels de ’espace tridimensionnel :

1 0 0
x;1 = 1|0 x = |1 x3=10
0 0 1

Dans cette base, les matrices réelles de taille 3 X 3 correspondantes aux endomor-
phismes ad,,, ad,, et ad,, sont données par :

0 0 0 00 -2 0 20
ad, =[0 0 2 ad,, =0 0 0 ad,, =|-2 0 0
0 -2 0 20 0 0 00
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On remarque alors que :
Tr(ady, o ad,,) = -8 Tr(ad,, o ad,,) = -8 Tr(ady, o ad,;) = -8

La forme de Killing est donc définie négative. Maintenant, un simple calcul montre
qu’en tant que matrices complexes 2x2 :

Tr(x1 o xl) =-2 TI‘(X2 o xz) =-2 TI‘(X3 o )C3) =-2
La forme de Killing K : su(2) x su(2) — R vérifie donc :
K(£1,&2) = Tr(adg, o adg,) = 4Tr(€; 0 &), Vér, & € su(2)

O

Remarque : On a K(&1,&) = Tr(adg, o adg,) = 4Tr(&) o &) qui sont définis
négatifs pour G = SU(2). Dans la section sur la théorie de jauge, il faut faire
attention a cela en posant k% := —K au lieu de «* = K et ainsi avoir (-, *)gx défini
positif (e.g. pour Yang-Mills et Chern-Simons).
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5.12 Groupes O(p, q) et SO(p, q) :

On se donne R” = RP*Y muni d’une métrique de Minkowski 7 de signature (p, q),

" "

ie. (+,...,+,—, ...,—)avec p "+" et g )

Définition : Le groupe orthogonal indéfini (et divers sous-groupes) est défini par :

O(p.q) = {g€GL(mR)In(g(-),g(-)) =n}
O*(p,q) = O,(p,q) :={g € O(p,q)|g est dans la composante identité}
SO(p.q) = {g € O(p,q)ldet(g) =1}
SO"(p,q) = SO,(p,q) :={g € SO(p, q)|g est dans la composante identité }

Les algebres de Lie de ces trois groupes sont les mémes et les dimensions sont
les mémes. En particulier, so(p,q) = (p,q). Le groupe orthogonal est un cas
particulier du groupe orthogonal indéfini :

O(n) := 0(n,0)
En termes de dimensions, pourn = p +g,ona:
dimO(p,q) =dimO(n) =n(n—-1)/2

Cas particuliers :

* O(1,3) estle groupe de Lorentz,

* O*(1,3) est le groupe de Lorentz orthochrone,

* SO(1, 3) est le groupe de Lorentz propre,

* SO*(1,3) est le groupe de Lorentz restreint (i.e. orthochrone et propre),
* O(1,3)/SO*(1,3) ={1,T, P, PT} = Z, X Z; est le 4-groupe de Klein,
* O(1,4) est le groupe de de Sitter.

* Mys :=0(1,4)/0(1,3) est ’espace de de Sitter.

* O(p) := O(p,0) est le groupe orthogonal usuel.

Ona:
dimO(3) = 3
dimO(1,3) = 6
dimO(1,4) = 10
dim MdS = 4
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On a un split d’algebre :
so(1,4) = so(1,3) @ R*

ot R* = so(1,4)/s0(1,3). Ce split est Ad-invariant pour 1’action de du groupe
de Lorentz O(1,3) < O(1,4). Ce split en est un d’espaces vectoriels mais perd
I’information algébrique de so0(1,4) quand on passe au R* = so(1,4)/so(1, 3).

Proposition : Les éléments de so(p, g) vus comme matrices n X n vérifient cette
équation matricielle :

& = —nén

Preuve: Pouré € so(p,q),onag, := exp(t£) € SO*(p, g) etdoncn(g,(-), g:/(-)) =
n.Siondérivecaat=0ona:

0=n(£(), ) +n(-,&(+))
Donnons & RP*9 sa base canonique e; et soit ¢’ sa base duale de sorte que :
n=nije ®e
pour 17;; = n(e;, e;). En termes de matrice et de vecteurs colonne et ligne, on a :
n(v,w) =vinw

ou 7 est la matrice :

lpsp O ]
0 _quq

Ce faisant, I’égalité 0 = n(£(-), -) +n(-,&(+)) devient matriciellement :

0=¢&"n+né

i.e.:
& =—nén~' = —nén

Remarque : Une base de so(1, 3) est explicitement donnée par :

0100 0010 000 1
1000 0000 0000
Ki=1lo 000 =1 000 B=l00o0 o0
0000 0000 1000
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S — O O
S O O O

—

S O O

oS O O O

J13

S O — O

—

o o O

o O OO
S O O O

J3

S o oo
o — O O

—

c o <

oS O O O

Jiz

et elle vérifie :

= Ji

[K1, K>]
[K1, K3]

[K>, K3]

= Ji3

= Jx3

Les matrices symétriques K; correspondent a des boosts. Les matrices antisymé-

triques J;; correspondent a des rotations.

Une base de so(1,4) est explicitement donnée par :

Remarque :

. o S o000 o—0ooo
cocooco0oo0o —~o0oo0oo0o
co—~00 oococoOo
cooco0oo ocoocococo oo ooo
po—
oo o o
— o000 oocoococo _
o
cococo
cocoocoo cocoococo oo oOo _
oo -0 O SO0 O—~ OO O0O OO0 oo o
Il Il Il Il
o < « =
N 3 < =
=== EEEEEEEEEEEEERE
COoOO0CO0O0 —~O000C0C OO0 O—0O0 O
CO00O0 O0O00O0O0 O—~00O0 OO0 O0O
— 0000 oocoococo coToo cooTo
OO0 0O OO0 —O,
OO0 O0O0 OO0
Il Il
—_ n I I
. ~ o ©
~ =
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S

=

Il
S O oo O
SO O OO
o O OO
S OO OO
S O = O O

ey

=

Il
SO O OO
S OO oo
SO O OO
o O OO
o= O O O

et elle vérifie :

= Ji
= Ji3
= Jis
= J3
= Jo

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

K3,

= Jyu

Les matrices symétriques K; correspondent a des boosts. Les matrices antisymé-
triques J;; correspondent a des rotations.

Proposition : Pour tout £ € so(1,n), la forme bilinéaire :
Be(+, ) =n(-,€(+)) 1R xR S R
est antisymétrique.

Preuve : Soient vi,v, € R*" Enutilisant 0 = n(&(-), -) +n(-,&(-)),ona:

Be(vi,v2) = n(vi, E(v2)) = —n(€(v1),v2) = —n(v2,€(v1)) = =B (v, v1)

O

Remarque : C’est ainsi que les éléments de so(1, n) correspondent aux éléments
de AR En particulier, en termes de matrices, on a :

Be =né
car Bg(vi,v2) = vi Bevy =vInévs = (v, ém).

Remarque : On peut voir U(1) xSU(2) comme sous-groupe de O(4) < SO(1,4).
Ce faisant, I’algébre de Lie u(1) & su(2) s’injecte en celle so(1,4). Onau(1) =
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R(Xp) et su(2) = R(X1, X5, X3) our :

Xo = —Jiz—Ju
Xy = —J—Jus
Xy = Jin+Jmn
X3 = —Jiz+Ju
Explicitement :
[0 00 0 0 [0 00 0 O]
000 -1 0 000 0 -1
Xo=10 0 0 0 -1 X;=10 00 -1 O
010 0 O 001 0 O
001 0 0 010 0 0]
0 0 0 0 O 00 0 0 O
0O 01 0 O 00 0 -120
X=10 -1 0 0 0] X3=10 0 0 O 1
0O 0 0 0 1 01 0 0 O
0 0 0 -10 00 -1 0 0
Les crochet de Lie sont :
[Xo,X1] = 0
[Xo0,X2] = 0
[X0,X3] = 0
[X1,X2] = -2X3
[X3, X1] = -2X;
[X2, X3] = -2X
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5.13 Déterminant, relativité et forme de Killing

Proposition : Le déterminant de toute matrice de U(2) repose en U(1), i.e. :
det : U(2) — U(1)
Preuve : Suite d’implications directe :
gel(2) = g'g=1
— det(g'g) = det(1)
— det(g)det(g) = 1
— det(g) € U(1)

Proposition : det : U(2) — U(1) est un homomorphisme de groupes.
Preuve : Evident. O

Remarque : Ce qui est intéressant ce n’est pas tant le déterminant sur U(2) que
le déterminant sur u(2).

Notation : L’espace vectoriel C* est, par définition, naturellement muni d’une
base vectorielle canonique :

C* = Cleo, e1, €2, €3)

€0 = €1 = €2 = €3 =

0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Par abus de langage, j’écrirai ces vecteurs comme vecteurs lignes et non comme
vecteurs colonnes (les vecteurs lignes devraient représenter des éléments du
dual). A la base vectorielle {eg, e;,e2, e3} de C* correspond une base duale
{0, e!, e, e*} de Homc(C*;C) qui est définie par ei(ej) = 5’J Considérons
deux vecteurs complexes :

1
0
0
0

3
7=(%7,%7) = szek et
=0
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3
W= (wO, wh w2, w3) = Z wke, e C*
k=0
Définition : La forme de Minkowski est par définition :

n:C*xct*->cC

(Z,W) > n(Z, W) := zowo — Z1W1 — 22W2 — Z3W3

C’est-a-dire :
n:eo®eo—el®el—ez®ez—e3®e3

Proposition : Pour 7 = (2, z', 22, z%) € C*, on a I’égalité suivante :

3
det (Z ZF oy
k=0

Preuve : On calcule directement :
D+ - izz]

3
det (Z Zko-k) = det] g2 0
=0
L+ - - +iDE -iP)
(") = (2 = (22)* - (2)?

n(Z,7)

=n(Z,2)

1

O

Proposition : Pour 7 = a+ib € C* oud, b € R* on ales deux égalités suivantes :

3
det (Z zkak) = n(d,d) +2in(d,b) — n(b, b)
k=0

k=0 k=0

3 3 3
n(a, 13) = % (det (Z(ak + ibk)O'k) — det (Z akO'k) + det (Z bkak))
k=0

Preuve : Découle du fait que :

1(Z,2) = n(d@ +ib,d +ib) = n(a,a) + 2in(a, b) — n(b, b)
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Remarque : On peut aussi faire ceci sans i = V—1.

Proposition : Pour @, b € R* on a les deux égalités suivantes :

3
det (Z(ak + bk)O'k) =n(d,a) +2n(a,b) +n(b, b)
k=0

3 3 3
- 1
n(a,b) = 5 (det (Z(ak + bk)O'k) — det (Z akO'k) — det (Z bkak))
k=0 k=0 k=0
Preuve : Découle du fait que :
n(d@+b,d+b)=n(d@+b,d+b)=n(a,a) +2nd,b)+n(b,b)
m|

Remarque : La derniere proposition est ce qui permet de relier la relativité
(+,—,—,—) a la théorie de jauge U(2). En particulier, la forme de Killing sur
su(2) est la partie (—, —, —) du (+, —, —, —) de u(2).
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5.14 Espace de structures

On a vu plus haut qu’a une une action transitive ® : G — Aut(X) correspond
un isomorphisme entre G /stab(x) et X. On peut, en particulier, prendre diverses
représentation de GL(n;R) pour étudier I’espace de diverses structures.

Exemple : (espace des produits scalaires euclidiens) Tout produit scalaire sur R”
est un point x de X := ((R")* © (R")*)\{0}. GL(n;R) agit sur X via (p* ® p*) ol
o : GL(n;R); Aut(R"); g — g est la représentation fondamentale de GL(n; R) sur
R". Comme I’espace des produits scalaires est X = GL(n; R)/stab(x), déterminons
ce qu’est stab(x). On sait que x s’écrit x = x;je; ® e;‘. ou on somme sur les indices,
ol {e}}i=1.., est la base duale canonique de la base canonique {e;};-i..,, Ol
xij € R,Vi,j = 1...n. Pour I’étude des produits scalaires, on peut supposer que
x =0;e; ® e;‘. = (-, - )gn estle produit scalaire canonique euclidien sur R”. Ainsi,
que vaut stab(x) ? On calcule directement :

stab(x) = {g € Glp*(g) ® p"(g)x = x}

= {g€Glx(g . g7t ) =x(+, )}
{geGlg™ g7 dpn = (-, Jpn}
{g€GI(-, Jpn=(g,8 Irn}

Mais il est bien connu que le sous-groupe de GL(7n;R) qui préserve (-, - )gn est
O(n). Il suit que I’espace des structures euclidiennes est X = GL(n;R)/stab(x) =
GL(n;R)/O(n). En particulier, comme X = ((R")* ® (R")*)\{0}, on a un isomor-
phisme GL(n;R)/O(n) = ((R*)*©(R")*)\{0}, unespace de dimension n(n+1)/2.

Exemple : (espace des structures complexes) On regarde X I’espace des structures
complexes sur R?” et on y fait agir transitivement GL(2n; R). On prend la structure
complexe canonique x = §;j¢; ® ejy, — 0;j€;,, ® e; ol lasomme estsuri, j = 1...n.
’homomorphisme ®(x) : g = (p*(g) ® p(g))x est alors ®,(x) = goxo g . Le
stabilisateur est stab(x) = {g € GL(2n;R)|goxog™! = x}. C’est-a-dire, I’ensemble
des matrices qui commutent avec la structure complexe x. Ce qui est GL(n; C).
D’ou que I’espace des structures complexes est isomorphe a GL(2n; R)/GL(n; C).

Exemple : (espace des structures symplectiques) L’'espace des structures sym-
plectiques sur R?" est GL(2n;R)/Sp(2n; R).
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5.15 Représentation irréductible

Soit p : G — Aut(V), une représentation de G sur un espace vectoriel V.
Définition : Un sous-espace vectoriel W C V est dit G-invariant si p(G)V = V.

Définition : Une représentation p est dite irréductible si V n’admet aucun sous-
espace propre G-invariant.

Proposition : Toute représentation irréductible p : G — Aut(V) est transitive sur

V\{0}.

Preuve : Supposons p non transitive. Alors il existe x,y # 0O tels qu’il n’existe
aucun g € G tel que p(g)x = y. Donc y ¢ p(G)x. Donc p(G)x est un sous-espace
propre G-invariant. Donc p n’est pas irréductible. La contraposée est ce qu'on
cherche. O

Définition : Soit ® : G — Diff (X), une G-action de groupe sur X. Alors I’action
® est dite :

* fidéle si elle est injective, i.e. si ker(®) = e € G;

* libre sipour tous g € G\{e} etx € X, @, (x) # x;

* transitive si pour tous x, y € X il existe g € G tel que D, (x) = y;
» simplement transitive si ® est transitive et libre.

Remarque : Dans mon mémoire je disais "efficace" (=effective) au lieu de "fidele".
Remarquons que "libre" est plus fort que "fidele".

Proposition : Si I’action est libre, alors ®.|. : ¢ — X(X) et (D.|.), : g = T X
sont injectives. Si 1’action est transitive, alors pour tout x € X, ’application
(Ds|e)x : @ — T X est surjective.

Corollaire : Toute représentation p irréductible a p.|. : ¢ — End(V) surjectif.
Exemple : L action de GL(3;R) est transitive sur R®> mais pas libre car chaque

rotation laisse toujours une droite invariante. Autre exemple : I’action de R sur R?
par translation en x est libre mais pas transitive.
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5.16 1-forme de Maurer-Cartan et équation structurelle de
Maurer-Cartan

Définition : Soit G un groupe de Lie. La I-forme de Maurer-Cartan 6 € Q'(G; g)
est définie en tout g € G par :

O := (Lg-1)x
Proposition : La 1-forme de Maurer-Cartan est invariante a gauche :
L,0=06; VgeG
et est équivariante a droite :
Rj0=Ad;'00; VgeG
Preuve : Soient g| et g> quelconques en G. Montrons la premiere égalité :

(L;H)gz 9|Lgl(g2)(Lg1)*
= Olgi,(Lg)s
= (Lgllgz)*(l‘gl)*
= (Lg Lg)s(Lg)-
= (Lg Ly Lyy)-
= (Lg)-
= by,

Montrons la seconde égalité :

(R;Q)gz = 9|Rg1(g2)(Rg1)*
= Olgy (Rg))x
= (Lgg)+(Rg))-
= (Ly Lg))s(Rg)s
= (L Ly Re)).
= (Lg)e(Lg)(Rg))-
= (LyH)i0g,(Rg)).
= Ady) o6,
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O

Remarque : L'égalité¢ R 0 = Ad;,1 o 6 est I’archétype de la condition d’Ad-
équivariance @, A = Ad(;1 o A d’une forme de connexion A sur un G-fibré principal
a droite P.

Proposition : 9([X,Y]) = [0(X),0(Y)].

Preuve : On sait que le push-forward commute avec le crochet de Lie de champs
vectoriels. On trouve alors directement :

Og([X,Y]) = (L))o X, Y] = [(Ly1):X, (Ly)Y] = [6X,6,Y]

Proposition : d6 + [6,0] =0

Preuve : Soient X,Y € X(G). Sans pertes de généralités, on peut supposer X et
Y invariants a gauche, i.e. Xy = (L,). X, et Yy = (L,).Y,. Ce faisant, 6(X) = X,
constant et 6(Y) =Y, constant. Alors :
do(X,Y) = XO(Y)-Yo(X)-0([X.,Y])
= —[0(X),0(Y)]
= _[9’ 9](X9 Y)

D’ou I’égalité recherchée d6 + [0, 6] = 0. O

Remarque : L'équation structurelle de Maurer-Cartan se réécrit
1
de + > [6A60]=0

ou [- A -] représente a la fois le wedge et le crochet. (plus de détails plus bas).

Remarque : G est un G-fibré principal trivial dont la base est un point. La 1-
forme de Maurer-Cartan est une forme de connexion. Son noyau est nul, i.e. toutes
les directions sont verticales et aucune n’est horizontale. Comme la distribution
horizontale est vide, elle est intégrable. Ce qui concorde avec le fait que la courbure
F 3 =do + %[9 A 6] = 0. De la méme maniere, puisque la distribution horizontale
est vide, la projection horizontale tue tout vecteur. Ce qui concorde encore avec le
fait que Ff = h*(d6) = 0.
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5.17 Pull-back de la forme de Maurer-Cartan

Soit @ € Q!(G; g) la 1-forme de Maurer-Cartan sur G définie par 6, = (Lg-1)s.

Proposition : Soit f : M — G ou G est un groupe matriciel. Alors le rappel (i.e.
le pull-back) de 6 par f est donné par :

fro=fdf
Preuve : On calcule directement :

f0=0sfi=(Lg)f=fdf

ou f. = df car le groupe est matriciel. |
Proposition : [f*60, f*0] = —-df*0
Preuve : On calcule directement :

[f76, 1701 = f7[0,0] = —f"(d6) = —df"0

Remarque : Ceci concorde avec f*0 = f~'df. En effet :

df*0=d(f7'df) == df) (A0 f7Hdf = [f71df, fIdfT = [0, £76]

Proposition : Soient deux applications f,g : M — G. Alors on a I’égalité

(fg)'0=Ad,1f70+g"0

Preuve : On doit se souvenir que Adg = (tg)s = (LgRy-1)s = (Lg)«(Ry-1) =
(Rg-1)(Lyg)x. Soit X € TM quelconque. En utilisant la régle de Leibniz, on calcule
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alors directement :

(f8)O)(X) = Oe(f8):(X)
= Qfg(f*(X)'g+f'g*(X))
= 07g((Ro)« fu(X) + (Ly):8+(X))
= gfg(Rg)*f*(X) +9fg(Lf)*g*(X)
= (Lfg)-1)s(Rg)i fi(X) + (L fg)-1)(Lf):8x(X)
= (Lg-1Lg-1)«(Rg)+ fu(X) + (Lg-1 Lp-1)+(Ly)s8+(X)
= (Lg-1(Ro)sLp-1)o fu(X) + (Lg-1)+8+(X)
= Adg*I(Lf*I)*f*(X)+9gg*(X)
= Adg-10rfi(X) + (870)(X)
= Adg1(f70)(X) + (g70)(X)

D’ou I’égalité recherchée (fg)*0 = Ad,-1 /70 + g*6. O
Corollaire : Soit g : M — G. Alors, on a I’égalité
(g6 = -Ad,g"0

Preuve : par la derniere proposition, on sait que (fg)*6 = Ad,-1 f*6+g"6. Prenons
f =g~ '. Alors on trouve (e)*6 = Ad,-1 (g71)*0 + g*6. Mais e est une application
constante. Donc le terme de gauche meurt. On trouve alors Ad,-i ( g 10 =—-g%6.
Ce qui se reformule (g71)*0 = —Ad,g"6. O

Remarque : Ce dernier corollaire (g7!)*6 = —(dg)g~! s’obtient aussi directement
comme suit :

(gH0=(gH'dg™") =-gg (dg)g™" = —(dg)g™"
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5.18 Regle de Leibniz sur les groupes

Proposition : Soient f,g : M — G. Alors
(f8)« = (Rg)sfu+ (Lf)igs

Preuve : Soit X € TM quelconque. On calcule directement :

(f8)«(X) (fe(X) - g+ f-8:(X))
(Rg)« fu(X) + (L)« (X)

Remarque : En particulier, deux courbes gl(t) g2(1), on trouve :
—(gl(t)gz(t)) = (Rg,(1))+ g1(t) + (Lg (1)) gz(t)

Proposition : d(g(t))1 —(Lg(t)Rg(t))*g(t)

Preuve : Soient deux courbes g(7) = g1(¢) et g2(¢) = g1(t)™" = g(r)~". Ainsi,
g1(t)g2(t) = e € G. Alors :

d
0 = a(e)
_d -1
= S@Onn™)
- i(gl(g>g2(z>>
= (Rgy(1))+ gl(t)+(Lg1(t)) gz(l)

= (Ryly)e () + (L), g(t)1

En appliquant (L~!.), & gauche et a droite on trouve :

g)’*
0

(Lg(,)) (Rg(t))*g(t) + (Lg(,)) (Lg (t)) g(t)
= (Lg(t)Rg(t))*g(t) + (Lg(,)Lg(t)) g(l‘) !
= (LyiyRyi)=8(0) + Eg(f)_l
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D’ou d
-1 -1 p-1 .

Remarque : Voici une autre petite preuve informelle :

%g(t)‘1 = i(g(t)‘lg(t)g(t)_l)
= —(g(t) Neg(n™ +g(n)g¢(g(n)™" +g(1)” g(t) (g(t) D
_ g -1 -1. - -~ -1
= dl(g(t) ) +g(n g (g™ +dt(8(f) )
= 2607 +2() g (08
Dot

d -1\ _ -1, -1
a(g(t) ) =—g(t)" &(1)g(r)

Proposition : Soit & une courbe en g. Alors :

d ~D7ad
4 P =exp(€) ),

Preuve : Voir pile de feuilles de je ne sais plus quelle date... (A FAIRE!!!) O

Proposition : Soit £ : M — g. Alors exp(¢) : M — G et (exp(é)). : TM —
Texp(e)G est donnée par :

(-1)*ady

(exp(£)), = exp(¢) Z Y

———Ld¢

Preuve : Voir pile de feuilles de je ne sais plus quelle date... (A FAIRE!!!) O

Remarque : Pour un groupe matriciel ¢’est simplement :

exp(£) ' dexp(£) = Z
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En particulier, puisque f*0 = f~'df on trouve directement :

(—1)*ady
exp(£)0 = Z( 1),d§

Proposition : exp(ads) = Adexp(s) et exp(Adgé) = 1, exp(€).

Proposition : % exp(t&) = Eexp(té) = exp(t€)€ pour tout ¢ et tout & € g.

Preuve : Calcul direct :

iexp(tg—“) = i(1+t§+t2§2/2'+t3§3/3'+ )

5 5 ! 1+ ...
= E+1E2 40283204 .

= ¢ (1 +1E+ 176720 + )
= &exp(1€)

L’ autre égalité découle du fait que & commute avec lui-méme. O
Proposition : Adey, (14§ = &€ pour tout 7.

Preuve : On calcule directement :

Ad,€ exp(ad;s)é

= ¢

ou la derniere égalité du fait que [£,&] = 0. O

Proposition : & Adeyye) = adeAdexpiue) = Adexpee)ads.
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Preuve : On calcule directement :

d

d
aAdexp(t.f) = &'S:tAdexp((s—HI)cf)

d
- a |s=tAdexp((s—t)§) Adexp(tf)

- ad% |s=t exp((s—z)g)Adexp(tg)
= ad§ exp((s—1)&)|s= AdeXp(tf)
= adrf Adexp(rf)

Pour la seconde égalité :

d
—Adexprs) = adeAdexp(ig)

dr
= [f, Adexp(t§)( : )]
= Adexp(rg) [Adexp(-1£)¢ * ]
= Adexp(tf) [é:’ ]
= Adexp(iz)ads

Corollaire : %lsz,Adexp((s_,)f) = adg.

Remarque : La derniere égalité est évidente avec un simple changement de
variable, i.e. %lt:OAdexp(Zf) = adg.
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5.19 Egalités utiles

Voici quelques égalités utiles a avoir en téte :
Adg [£1,62] = [Adgfl, Adgfz]

[Adgé1, é2] = Adg[£1,Ad, ' é]
adg[£1, &2] = [ade€y, 2] + [€1, adeér]
[adg€1, &) = adg[€1, &) — [€1,adg&7]

Aussi :
exp(adg) = Adexp(s)

exp(adiy(q)) = Ad,
adln(g) = ln(Adg)

Bref, on a les diagrammes commutatifs suivants :

g —%, End(g)

l exp l exp

G 24, Aut(g)

et

G 24, Aut(q)

o o

g —4, End(g)

116



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

5.20 Application ¢, : g — X(G)

Souvenons-nous de I’automorphisme intérieur
t: G — Aut(G)
On sait que pour tout g € G,
(Lg)*le = Adg

La question se pose : que vaut .|, ? On sait que Aut(G) < Diff(G). Donc forcé-
ment :

g — X(G)
L’image de ¢, consiste donc en des champs vectoriels sur G. Mais quelles propriétés

ont-ils ?

Proposition : Soit & € g. Soit & = 1|, (&) son champ vectoriel fondamental sur
G. Alors, pourtouth €e Gona:

é‘:*lh = (Rh)*é:e - (Lh)*ge

Preuve : &, € g peut s’écrire &, = % . g(1) ou g(¢) est une courbe en G telle
=

que g(0) = e. On a alors :

" d d _ d
Eli = Wl = g wwh=g| (@O =g

((g(hg(n)™)
=0

1=

On doit alors dériver un produit de courbes en G. En utilisant I’égalité suivante
démontrée plus haut :

d d d
Z(81(082(0)) = (Rey)s 81 (0) + (Ly ) 3-82(0)

pour g (#) = g(t)h et g2(¢) = g(¢)~! on trouve alors directement :

. d d
&'ln = (Rg0)-1)+ T y (g(t)h) + (Lg(oyn)+ T

1=

g™
=0

t
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En utilisant 1’autre égalité démontrée plus haut %(g(t))_l = —(L;(ll) R;(lt))*g(t) et
en utilisant le fait que g(0) = e, on calcule alors directement :

d d
Eln = (Ryo)1)s @l (g(®)h) + (Lg(oyn)- % ;:og(t)_l
= (R0 G| G+ (L g 20
= (do). o (Rig)+ (L. 5| g
=0 t=0
d 1 e d
= (R g 80~ (L)L Ry (o)) E‘Fog(i)

(Rp)+ée — (Lp)sée

Corollaire : £*|, = 0.

Preuve : & = (Re)«le = (Le)ibe =& — e = 0. O
Proposition : 0, () = Adg-1&e — &,

Preuve : On calcule directement :

(Lg—l)*((Rg)*ge - (Lg)*fe)
(Lg*'Rg)*fe - (Lg’]Lg)*é:e
Adg—“fe —&e

05(&71¢)

Remarque : Une telle réflexion semble utile pour définir la dérivée covariante d*
de fonctions équivariantes P — G et la dérivée covariante d4 de sections du fibré
AutP.
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5.21 Applications L.|, : g — X(G) et R,|. : ¢ — X(G)

Proposition : Les applications L.|, : ¢ — X(G) et R.|, : ¢ — X(G) sont
explicitement données sur chaque & € g et en chaque g € G par :

(Lile(©))]g = (Re)+(£)

(Rule(6))]g = (Lg)+(£)

Soit g tel que go = e € G et tel que % i gs =¢&. Alors :

d
L*le (_ gs))
s=0 g
d

ds
a0 )
d s=0 § g

s
L, (g)

(Lile(©))]g

s=0

d

ds

d

ds . 8s8
d

ds

Rg (&s)
s=0

d
= (R,), — s
(Rg) dsg:og

= (Ro).(&)
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De la méme maniere, on a :

d
Rl = (Relelgs) &
( | (ér))lg ( | (dS S:()g))g
_ (4] g
B (as:() g"')g
d
= a -0 Rgs(g)
_d
= a -0 88s
d
= a 0 Lg(gS)
d
s=0
= (Lg).(§)

O

Remarque : Les champs vectoriels invariants a gauche X € X(G) sur G sont
définis par :
X, =(Ly).X, VgeG

de sorte que #(X) = X,. Par la derniére proposition, on voit que ces champs
invariants a gauche sont en fait les champs vectoriels fondamentaux pour I’action
a droite :

X = Rile(Xe)

Ca semble étre la raison pour laquelle on considere des G-fibrés principaux a
droite, de sorte que les champs vectoriels fondamentaux sont invariants a gauche.
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5.22 Cosets et quotient de groupes

Définition : Soit G un groupe de Lie. Soit H < G un sous-groupe de Lie. Alors :

* gH :={gh: h € H} estle coset a gauche de H par rapport a g.

G/H :={gH : g € G} est I’ensemble des cosets a gauche de H.

* On dénote les éléments de G /H par g.

Il y a une projection ~ : G — G/H;g +— g qui envoie g a sa classe
d’équivalence ou la relation d’équivalence sur G est g ~ gh, i.e. g = gh.
Sig € G/H, on dit que g € G représente la classe d’équivalence g.

Remarque : Tout comme il y a un élément distingué en le groupe G, i.e. I’é1ément
identité e € G, il y a un élément distingué ¢ € G. En particulier, cet élément
correspond au coset :

e=eH=H

Proposition : L’action de groupe a gauche L : G — Aut(G) descend a une action
de groupe : .
L:G — Diff(G/H)

qui est bien définie en tout g; € G et tout g» € G/H par :

Lg (85) = Lg, (82) = 2182

Preuve : Soit g; et g, € G/H. On peut représenter g, par go € G sujet a la
relation d’équivalence g, ~ goh pour tout 2 € H. Alors :

L, (3,) = 8182 = 81827 = Ly, (22h)
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6 Isotopies

6.1 Sous-groupe a 1-parametre d’un groupe de Lie G
Définition : Un sous-groupe a 1-paramétre d’un groupe de Lie réel G est un
homomorphisme de groupes de Lie
c:(R,+4) > G
Etant un homomorphisme de groupes de Lie, ¢ est différentiable et vérifie :
c(t+s)=c(t)c(s), Vs,t eR
c(0)=eecG

e .0 d _ d
Proposition : Ec(t) = (Le(n))« 4@ tzoc(t).

(%

Remarque : Il y a une correspondance biunivoque entre les sous-groupes
I-parametre de G et les éléments de g :

e Atoutc: R — G estassocié v :=c’(0) € g.
e Atout v € g est associé ¢ : R — G par ’équation différentielle c’(z)
(Lc(r))«(v) ainsi que la condition initiale ¢(0) = e € G.

Définition : L'application exponentielle est par définition

exp:g—G

v c(l)

Remarque : Tout sous-groupe a 1-parametre ¢ : R — G s’écrit de maniere unique
comme c(t) = exp(tv) ouv = ¢’(0).
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6.2 Groupe a 1-parametre de difféomorphismes

Définition : Un groupe a I-paramétre de difféomorphismes est un sous-groupe a
I-parametre d’un groupe de difféomorphismes. C’est-a-dire, c’est un homomor-
phismes de groupes de Lie

¢ : (R,+) — Diff (M)
= ¢

Autrement dit, c’est une application différentiable vérifiant ¢, = ¢ 0o ¢; et
@Yo = idM.

Remarque : A tout groupe a 1-paramétre de difféomorphismes ¢ de M est associé
un unique champ vectoriel X € X(M) donné par :

d
a%(x) = X o ¢;(x)

Inversement, si un champ vectoriel X € X(M) est complet (e.g. si M est compact),
alors a X est associé un unique groupe a l-parametre de difféomorphismes ¢
déterminé par la méme relation %gp, (x) = X o ¢;(x). On dit alors que ¢ est le flot
de X, auquel cas :

¢ = exp(1X)
Remarque : Soulignons le fait que les groupes a 1-parametre de difféomorphismes
ont X indépendants du temps. En particulier, on peut a la fois utiliser :

X = d |
T s=tPs—t
tout comme on peut utiliser
X = d
= 4 o Pr

Remarque : Si ¢ est le flot de X, alors pour toute k-forme différentielle « :

(¢7a) = Lxa
t=0

dr
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6.3 Isotopie et champ vectoriel dépendant du temps

Définition : Une isoropie est une application différentiable ¢ : R — Diff (M) telle
que ¢g = idyy.

Remarque : Une isotopie ne vérifie en général pas ¢, = ¢, o ;. Ainsi, tout
groupe a 1-parametre de difféomorphismes est une isotopie, mais 1’inverse n’est
pas vrai.

Remarque : A une isotopie ¢; on peut associer deux champs vectoriels dépendants
du temps X; etY; :

X,= A gogl=gog!
t - dS - K t t t
d -1 -1
Y, = — o = o ¢
t ds - @y Ps = @ ©r
C’est-a-dire :
¢r = X0
@1 = (@)Y

Alors que la premiere définition est celle généralement utilisé€e, la seconde peut
étre trés utile pour certains calculs. On peut se poser la question si la premiere
définition est plus naturelle que la seconde. Il me semble que non. En effet,
I’isotopie ¢; est un chemin en le groupe de Lie Diff (M) et X; et Y; sont des
chemins en Lie(Diff(M)) = X(M) donnés par :

X = (R(p;l)*()bt

Y, = (L%—l)*‘;bt
ou L et R dénotent les action a gauche et a droite de Diff (M) sur lui-méme. Choisir
I’action a droite R ou I’action a gauche L n’est qu'un choix de convention. Les
deux chemins de champs vectoriels X; et ¥; sont reli€és comme :

Yt = Ad‘ﬁt_l X[

ou Ad est I’action adjointe de Diff (M) sur X (M). Ici, I’action adjointe de Diff (M)
sur X(M) est:

AdyX =y.X oy, VX € X(M), € Diff(M)
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Remarque : Si ¢; est donné, obtenir X; ou Y; est facile. Par contre si X; ou Y; est
donné, trouver ¢; n’est pas évident. Dans le cas de X; = ¢, o (,o, , on peut trouver
¢, en utilisant un théoreme d’EDO. Par contre, dans le cas de X; = (¢;!).¢;, il
faut résoudre une EDP et non qu’une EDO (discuté avec Jordan le 2018-11-20).
En ce sens, Y; est moins "naturel” que X;. Ceci dit, par symétrie ¥; = Ad¢;1Xt,
il devrait €tre possible d’établir un théoréme d’existence et d’unicité de courbes
intégrales de Y;.

Remarque : Si ¢, est un groupe a 1-parametre de difféomorphismes, alors ¢, =
exp(zX) pour un certain X € X(M). Dans ce cas, X = X; =Y.

Remarque : Alors que les groupes de difféomorphismes a 1-parametre vérifient
¢; = exp(tX) et donc % exp(tX) = X o exp(tX), cette derniére égalité n’est pas
forcément vraie pour les isotopies. En effet, tel que vu plus haut, pour & un courbe
engona:

exp(ft) = exp(£) Z

Proposition : Pour ¢; une isotopie, on a I’égalité suivante :

d, d »
Lot == (Se) o

Preuve : Ca découle du fait que la dérivée de I’identité idy; = ¢, o ¢! est nulle :

d
0=—id
dt1 M

d( )
[e]
m¢’%

d _ d _
= (5%) o + (sat)ﬁ%l

En multipliant par le push-forward (¢; !)., on trouve ce qu’on cherche. O

125



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

6.4 Dérivée de Lie de formes différentielles

Définition : Soit ¢; une isotopie. La dérivée de Lie, agissant sur les k-formes
différentielles, est définie par la dérivée temporelle du pull-back par ¢; :

d

L%‘Pt = a‘pt

Proposition : Soit ¢, une isotopie. Soient X, := % (¥s© ol et Y, =
S=

d - .
&l e Lo,. Alors :

(pso Sot_l)*

s=t

d
Ly, P

d
Ly, = P

(Sot_l o ;)"

s=t

. A 111 - i * LAt — Q *
Preuve : La définition £ dg = g r se réerit L gy = o], 5 Eny

substituant g par ¢ o ;1 ou par ;! o ¢, on trouve :

(ps 0 90;1)*

s=t

L

d -1 =
ds |s:t90s°‘/’z ds

d

=i toos T s

(¢;' 0 py)”

s=t

En y remplagant la définition de X; et de Y;, on trouve ce qu’on cherche. O

Proposition : Pour | et Y, deux difféomorphismes et ¢, une isotopie, on a :
. % k
L. ggon, =V2L g Vi

Preuve : On calcule directement :
Ly, 2 gopy = L yrog,00)
4 wrogow)
= — (o] (o]
a 1°¢; 2
d * * *
= all’z%'//l
* d * *
=y, E‘Pt /s
=¢3La, ¥
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Proposition : Pour ¢; une isotopie, on a :

d I\ g 1y —1y\*
5(901 ) =—=(¢; ) Lay, (o)

ar bt
Preuve : En utilisant le fait démontré plus haut que

d _ o(d
5%1 = (¢ ). (E@z) 0!

et en utilisant la derniere proposition, on calcule directement :
d —1y\*
a(% )= L%(%—l)

L)oo
~(pi ) L, (o)

Proposition : Soit ¢; une isotopie. Soient X; := % t(psogpt_l ety; :
S=

@s. Alors :

d * * *
agol = SDZ‘LXt = ‘EYt (QOI)

d —1\* —1\* —1\*
) ==L () = =) Ly,
Preuve : Montrons d’abord la premiere égalité :

d .
_‘101‘ = ‘Li(p,

dr dr

d
mls:t‘/’s

Lot (s r)

Lot (psor Der

= 90f£%|s=f(<ps<p;1)

= ¢; Lx,
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Montrons la seconde égalité :

d .
E"Ot - L%%

Lm0
=L (e es)

= Lign dtoren
=L o0 (00)
= Ly, (¢1)"

Montrons la troisieme égalité :

%("0’_1)* =Lam
=L Zener
= L) (e
- _L(%Is:z%so;')(‘:ot_l)*
= Lx (o7

Montrons la quatrieme égalité :

%(w?l)* =La
= £_(‘10;_1)*(%‘Pt)90r_1
=L (Ll
= (0 Lot yioy,
= —(¢; )" Ly,

O

Proposition : Soit ¢; une isotopie. Soit @, une k-forme différentielle dépendante
du temps. Alors :

d, . L[ d
a(‘ﬁt ;) = ¢, (d_ta/l + ‘EXtat)
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Preuve : En utilisant la regle de Leibniz, on calcule directement :

Slgia) = gl o)
. d d )
= ¢ Ea't + s . (¢5)"a;
. d d IR
= Gigut g B (pser @)
. d . d Ly
= Qe a| (pse; )
= ¢ (%Q’H‘LX,G’:)

O

Remarque : Cette dernicre proposition nous permet de retrouver certaines égalités
précédentes. En effet, si @; = @, on retrouve la premiere égalité de la proposition
précédente :

d * *
E‘Pza' = 50t£x,a’

Si a; = (¢;!)*a, on retrouve la troisieme égalité de la proposition précédente :

d —1\* —1\*
e =Ly (g
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7 Action symplectique, application moment et ré-
duction symplectique

7.1 Rappels symplectiques

Définition : Une forme symplectique w € Q*(M) sur M est une 2-forme différen-
tielle fermée non dégénérée.

Définition : Une variété symplectique (M, w) est une variété lisse M munie d’une
forme symplectique w.

Définition : Le champ vectoriel hamiltonien Xy € X(M) d’un hamiltonien
H € C™(M;R) est défini implicitement par I’équation d’Hamilton :

tx,w=—-dH

Définition : Le crochet de Poisson sur une variété symplectique (M, w) est par
définition

{-, }:C®(M;R) X C®(M;R) - C”(M;R)
(Hi,Hy) = {H\, Hy} := —w(Xp,, Xn,)

Remarque : Le crochet de Poisson fait de C*°(M; R) une algebre dite algebre de
Poisson.
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7.2 Action de groupe symplectique
Définition : Le groupe des symplectomorphismes d’une variété symplectique
(M, w) est par définition :

Symp(M, w) = {g € Diff(M)|g"w = w} < Diff(M)

Définition : Une action de groupe symplectique par la gauche (resp. par la droite)
d’un groupe G sur (M, w) est un homomorphisme (resp. anti-homomorphisme)

®:G — Symp(M, w)

Remarque : Tout comme 1’algebre de Lie de Diff (M) est I’ensemble X (M) des
champs vectoriels sur M, I’algebre de Lie de Symp(M, w) est I’ensemble X“ (M)
des champs vectoriels symplectiques sur M :

X9(M) = {X € X(M)| Lxw = 0}

Remarque : Si G estun groupe de Lie d’algebre de Lie g, une action symplectique
® : G — Symp(M, w) induit une application

.|, : g — X“(M)
Em &

qui envoie ¢ € g a son champ vectoriel fondamental symplectique &* sur M.
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7.3 Action hamiltonienne et application moment

Définition : Soit G un groupe de Lie et (M, w) une variété symplectique. Une
action symplectique @ : G — Symp(M, w) est dite hamiltonienne s’il existe une
application

u:M—g*

dite application moment vérifiant
Xuey =€ VEeg

et qui est Ad*-équivariante, i.e. pour tout g € G ettoutx € M :

plg-x = Ad;;zlx (si @ agit par la gauche)

plx-g = Ad;_l,u|x (si @ agit par la droite)
Le quadruple (M, w, G, u) est alors dit &tre un G-espace hamiltonien.
Remarque : La version infinitésimale de I’équivariance est :

(dp) | (€7) = ad;ulx (si @ agit par la gauche)

(dp)|x(&7) = —adgulc  (si @ agit par la droite)

Remarque : Lorsque G est abélien, la représentation adjointe est triviale. La
condition d’équivariance sur u I’implique alors G-invariante sur M.

Remarque : A toute application moment u : M — g* correspond naturellement,
par curryfication, une application comoment u* : ¢ — C*(M;R). Explicitement,
elle est donnée par (u*(&))|x = {ulx, &) pour tous x € M, & € g.

Proposition : L’application comoment u* est un (anti-)homomorphisme d’al-
gebres allantde I’algebre de Lie (g, [ -, - |) al’algebre de Poisson (C*(M;R),{-, - }).
C’est-a-dire, pour tous £1,£> € gona:

p([€1,6]) = {u"(&1), p"(£2)},  (si @ agit par la gauche)

p([€1,62]) = —{p"(£1), 1™ (£2)},  (si @ agit par la droite)
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Preuve : Fixons &1, & € g. 1l suffit de faire le calcul pour I’action par la gauche :

w([é1,62])

(U, [£1,&2])

(i, adg, (£2))
—(adg, p, £2)
—((dp)1:(€7), &2)
—(d{u, E20)1x(€))
—tg: (dpt, £2)) I

te; e (X ) +)
wlx (X, €1)

wlr (X e)> Xuery)
—wle(X(uer) Xusr))
s €1)s (s 62)
{1 (&), 1" (&2)}

O

Remarque : Cette derniere proposition se réécrit en termes d’application moment

u:M — g* comme :

(. [€1,62]) = {{u, €1), (1, €2) 1,
(. [£1,62]) = —{(u, €1), (1. €2) )

(s1 @ agit par la gauche)

(s1 @ agit par la droite)
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7.4 Produit cartésien et action de groupe symplectique

Proposition : Soient
@, : G — Symp(M;, w)

(I)2 G — Symp(Mz,a)z)

deux actions symplectiques. Alors
O =D XD, : G — Diff(M; x M»)
agit symplectiquement sur (M := M| X M), w := w| ® (—wy)).

Preuve : Soit g € G. Soit x := (x1,x2) € M| X M,. Soient v := (vi,vp),w :=
(WI,WZ) S T(xl,xz)Ml X M;. Alors :

(@) (v, w)
= wltbg(x)((q)g)*va ((Dg)*W)
= 0]o,(x) ((P1g X Pg)s (v, v2), (Prg X Do g)(Wi, W2))
= (W1 @ (mw2) (@) 4 (x1). @2 (x2)) (((P1,g)eV1, (P2g)sv2), ((P1g)ewi, (P2g)sW2))
= Wil () (P1g)sv1, (Prg)swi) — W2, , (x2) (P2,g)sv2, (P2,g):W2)
= (@] i)l (vi, w1) = (@ w2)ly, (v2, w2)
= Wiy (v, w1) — waly, (v2, w2)
= (w1 ® (—w2))|(x),00) (V1. v2), (W1, W2))
= wlx(v,w)

Remarque : On aurait aussi pu prendre w; ® ws.

Proposition : Soient ®; : G — Symp(M;,w;) et Dy : G — Symp(M, w3)
deux actions hamiltoniennes d’applications moment w : My — g% et up : My —
g* qui agissent soit simultanément a gauche soit simultanément a droite. Alors
I’action ®; X ®; : G — Symp(M = M; X My, w = w; ® (—wy)) est non
seulement symplectique mais hamiltonienne d’application moment u := uy — uo,
Le. :Ul(xl,xz) =M |x1 - /~12|x2-
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Preuve : Sans pertes de généralités, supposons que les actions @ et @, agissent
simultanément par la gauche. Montrons d’abord que u est G-équivariante :

Ml (i) = Hlgexig-x)

= Milg-x; = H2lg-x,

= Adyuily, — Adgualy,
= Ady (u1ly, = H2lx,)
= Adgttl(x.x)

Montrons ensuite que pour § € gona&* = X, ¢y :

w((€%m) ® (€71my)5 +)

= w1((£'my)s ) & —w2((€7my), +)

= w1(Xgelms ) © —02( X6 lmy» )
= —d(u1,¢) & d{ua, &)

= (—du; ®du, &)

= (—dw, &)

= —d(u, &)

- (‘L)(X</J,§>|M1XM29 )

w(f*lMlxMz’ )

b4 : Z rd 3 — z 7 7 7
L’ égalité recherchée &*|pr,xm, = X(u.)|mxm, découle de la non dégénérescence
de w. O

Remarque : Si on avait eu w = w1 ® w; alors il aurait fallu prendre yu = u; + uo.
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7.5 Préliminaires coadjoints :
Soit G un groupe de Lie, g son algebre de Lie et g™ le dual de g. On fait agir G sur
sur g* via la représentation coadjointe :
Ad*: G — Aut(g"); g — Ady,, (action par la gauche)
Ad*_, : G — Aut(g"), g— Ad;_l (action par la droite)
Ainsi, a tout & € g est associé un champ vectoriel fondamental £* sur g* :
& = (Ad"). (&) = ad;i € X(g"), (action par la gauche)

& = —(Ad")«[c(¢) = —ad; € X(g"), (action par la droite)

Remarque : Comme g* est un espace vectoriel, T,g* = g* pour tout 77 € g*.

Proposition : Soient £1,&, € g etn € g*. Alors le champ vectoriel fondamental
& e X(g¥) vérifie :

(€1lp,&2) = —(n, [£1,&2]),  (action par la gauche)

(€1lp,&2) = (1, [£1,42]),  (action par la droite)

Preuve : Pour &1,&, € g ety € g%, on calcule directement :

(((AD")sle (E)) s €2)
= (ady, [y, &2)

= (ad (1), &2)

= —(n,adg &)

= =, [&1,6])

(¢1lp, €2)
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7.6 Orbite coadjointe :

Définition : L orbite coadjointe de n € g* est par définition
O, = Ad;(n) = {Ad,(n)|lg € G} C ¢
Remarque : En considérant le stabilisateur
Stab(n) := {g € G|Ad,(n) =n} <G
on peut aussi exprimer 1’orbite coadjointe O,, de maniére intrinséque via la bijection

G/Stab(n) — Op; [g] = Ad, (1)

ot [g] = {hgh~'|h € Stab(1)} est la classe d’équivalence de g. En particulier, on
a I’isomorphisme d’espace vectoriels

g/stab(n) — TnOn; [£] = ad;ln

stab(n) := Lie(Stab(n)) := {¢ € g|ad2n =n}cCg

Autrement dit, les champs vectoriels fondamentaux engendrent le tangent des
orbites coadjointes.

Remarque : J’écrirai plus simplement O au lieu de O,

Corollaire : Toutv € 7,0 admet un ¢ € g tel que
v=_£&, = ad}n, (action par la gauche)

v =¢"|; = —adgn, (action par la droite)

Ce ¢ est défini a stab(n) pres.

Proposition : Pourn € Oethe G,ona:

Stab(Ad;n) = AdjStab(n)
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Preuve : On calcule alors directement :

Stab(Ad;n7) {g € G|Ad,(Ad;n) = Ad;n}
{8 € GI(Ad;_,Ad,Ad))n = n}
{¢ € GIAd,_, ,n = n}

-1 %
{hgh™ € G|Adyn =n}
Adj,Stab(n)

O

Remarque : O un G-espace homogene, i.e. I’action coadjointe de G sur O est
transitive. En effet, ’action coadjointe de G sur O est forcément transitive car O
est une G-orbite.

Remarque : Les O C g* sont des sous-variétés lisses injectivement immergées qui
ne sont pas toujours plongées. Si Ad* agit proprement, alors les O sont plongées.
C’est par exemple le cas lorsque G est compact. Voir Introduction to Mechanics
and Symmetry, Marsden et Ratiu, p. 467 (selon la version du 15 juillet 1998 a
18h02). Ils mentionnent un exemple de Kirillov de 1976 ou I'orbite coadjointe
n’est pas une sous-variété plongée.
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7.7 Forme symplectique wp sur O :

Remarque : A tout 77 € g* correspond une forme bilinéaire antisymétrique
B,:gxg—R
(£1,82) P By(&1,62) = (1, [£1,621)

Proposition : ker B, = stab(1).

Preuve : Soit &1 € g. Alors pour & € g quelconque, on a :

By(£1,62) = (n. [§1.&21) = (n,adg, (£2)) = —(adg, 1, £2)

Comme &; est quelconque en g, il suit que B, (&1,&2) est nul si et seulement si
ad*ln est nul. C’est-a-dire, B, (&1, -) = 0 si et seulement si & € stab(n7). D’ou
ker B, = stab(n). O

Proposition : Soit O C g¢* une orbite coadjointe. Alors en tout n € O, la
forme bilinéaire B,, induit une forme bilin€aire bien définie, antisymétrique et non
dégénérée
woly : T,0xT,0 - R
('f’]kln,féln) = wOln(lenaféln) = Bn(fla‘fZ)

Preuve : Fixons O C g* une orbite coadjointe et 7 € O. Comme ker B,, = stab(1),
la forme bilin€aire antisymétrique B,, descend a une forme bilin€aire bien définie,
antisymétrique et non dégénérée

B, : (g/stab(n)) X (g/stab(n)) — R
([&1], [&2]) = By ([€1], [€2]) = By(é1,&2)

De I’'isomorphisme 7,0 = g/stab(n) reliant £, et [£], on trouve ce qu’on cherche.
O

Proposition : wp est G-invariante.

Preuve : La G-invariance de wo découle du fait que Ad, sort du crochet [ -, -]
en B, et que I’appariement de dualité€ vérifie

(Adgn, Adgé) = (n,€), VgeG,negiéeg
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Proposition : wp € Q(0) est fermée.

Preuve : La fermeture de wo découle du fait que pour vy = &/, = ad§k|,,,
k=1,2,3,avec &£1,&,&3 € g fixés,on a:

(dwo)lp(vi,v2,v3) = viwo(v2,v3) +vawo(v3, vi) + viwo (vi, v2)
+wo (1, [v2, v3]) + wo(va, [v3,v1]) + wo(v3, [vi,v2])
= vi(n, [£2,6]) +va(n, [63,&1]) + va3(n, [€1, &21)
+(n, [€1, [£2, &1]) + (. [€2, [&3, &11]) + (n, (&3, [€1, &211)
= (i, [£2,8]) + (van, [£3. &1]) + (vam, [€1, &2])
+(, [€1, [£2, &3] + [€2, [63, &111 + (&3, [61, &211)
= (ady m, [£2,&3]) + (ady,n, [£3.&1]) + (adg . [£1. €2])
+(n, 0)
= —(n,adg [£2,863]) — (n,adg, [€3,61]) — (n, adg [€1, 621D

= =, [£1, (62,611 — (. [&2, [63. &111) — (n, [€3, [€1, &211)
=0

Ici j’ai utilisé I’identité de Jacobi deux fois. O

Corollaire : L'orbite coadjointe O C g* est naturellement munie d’une forme
symplectique wp € Q%(0) qui est G-invariante et donnée par :

C‘)O'n(‘fﬂn’len) = Bn(fl,fz), VneO, Vé,6&,€ ¢

ouél = ad; et&) = ad;Z2 sont les champs vectoriels fondamentaux de &1, &> € g.
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7.8 Application moment u de la G-action sur O :

Proposition : Soit O une orbite coadjointe. Alors les actions de groupe symplec-
tiques
®: G — Aut(0); &, = Ad, (par la gauche)

®:G — Aut(0); @, = Ad:;,1 (par la droite)

de G sur O sont hamiltoniennes d’application moment respectivement données
par :
u:0 = g" ul,=-n (parla gauche)

0 =g uly,=n (parladroite)
Preuve : Il suffit de faire la preuve pour I’action par la droite. Fixons O une orbite
coadjointe. Soit n € O quelconque. D’abord, u est équivariante :

/J|Ad;ln = Ad:,_m = Adz,—lmn

Montrons ensuite que u est bel et bien I’application moment correspondante a 1’ac-
tion coadjointe (par la droite) de G sur O. Soient £1, &, € g et € O quelconques.
I suffit de montrer que X, ¢#)|, = &7l ou &7l = —adgn. On trouve directement :

(adg,n, 1) = —(n, adg,é1)
= —(&n.€) ==, [§2.61])
= —(&ply, &) =M, [1,6])
== _(d<#’§l>)|n(§2*) = wO'n(‘fT'r}’len)

S wOln(X(y,§|)|n’ f;ln) = wOln(len, len)

Par non dégénérescence de wg, ceci implique X, ¢\l = &7 ly- O
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7.9 Réduction de Marsden-Weinstein

Théoreéme : (Marsden-Weinstein-Meyer, [MS, p.175]) : Soit (M, w) une variété
symplectique. Soit ® : G — Symp(M, w) une action hamiltonienne d’application
moment u : M — g* telle que :

* 0 est une valeur réguliere de u (i.e. £~ '(0) est une sous-variété de M),
* le groupe G agit librement et proprement sur = (0) (i.e. le quotient #~1(0) /G
est une variété).

Posons ¢ : u~!(0) < M I’inclusion naturelle de sous-ensemble. Alors :

1~1(0) est une sous-variété coisotrope en M,

le feuilletage isotrope de ' (0) correspond aux G-orbites en ! (0),
n:u'(0) = N = u~'(0)/G est un G-fibré principal,

N est une variété symplectique (dit quotient de Marsden-Weinstein),
la forme symplectique wy sur N satisfait 7wy = (*w,

la dimension de N est dim(N) =dim M - 2dimG.

kW=

Remarque : Si G est compact, alors forcément G agit de maniere propre sur
-1
u(0).

Preuve : ([MS], p.176) Sans pertes de généralités, supposons que G agisse par la
droite sur M. D’abord, u~'(0) est une sous-variété, de dimension dim M — dim G,
de M car O est une valeur réguliere de . Montrons que les G-orbites de points en
w1 (0) sontisotropes. Soient p € u~1(0) et vi = X(ug), V2 = X(ug) € IO, pour
£1,62 € g,00 0, C M estla G-orbite de p. Alors :

Wlp (X g1y X))
= —{(u, &), (1, 62)}
= (ulp, [€1,€2])

= (0, [é1,&])
=0

wlp(v1,v2)

D’ou O, isotrope. Cette sous-variété isotrope O,, qui est une G-orbite de p, est
forcément de dimension dim G car G agit librement sur x~'(0). Montrons que
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1,0, C Tp,u‘l(O). Soit vi = X, ¢,y € T,0, et soit &, € g quelconque. Alors :

((dw)]p(v1), &2)

d({u, E2))1p(v1)

= —wlp(Xpue»v1)

= —wlp(X(usy> Xer))
= {(u, &), (1, ED}H)p
= _<,U|p’ [§2’§1]>

= (0, [&,&41])
=0

Comme &; était quelconque en g, il suit que (du)[,(v1) = 0. Dot vy € Tp;fl (0).
D’ou 7,0, c T,u~'(0). Montrons que 7,0, C (Tp,u‘l(O))“’. Soit vi = X, ¢,) €
T,0, et soit v; € T,u"1(0) quelconque. Alors :

wlp (Xiug)»v2)

= —(d({u, ENIp(v2)
= —((dwlp(v2),é1)
= —(0,&1)

0

wlp(vi,v2)

D’ouT,0, C (Tp,u_1 (0))*. Mais O, est de méme codimension que u~1(0). Donc
1,0, = (T, 1~ 1(0))*. Comme O, est isotrope, u~1(0) est coisotrope. Ainsi on a
1~ 1(0) qui est coisotrope, de dimension dim M —dim G, dont le feuilletage isotrope
correspondant a pour feuilles les sous-variétés isotropes O,,, de dimensions dim G.
On peut alors passer au quotient symplectique de (coisotrope)/(feuilletage isotrope)
et on obtient une variété symplectique de dimension dimM - 2dimG. O
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7.10 Réduction de Marsden-Weinstein d’orbites coadjointes

Théoreme : ([MS, p.176]) : Soit (M, w) une variété symplectique. Soit O C g*
une orbite coadjointe. Soit ® : G — Symp(M, w) une action hamiltonienne
d’application moment u : M — g* telle que :

« chaque point de O est une valeur réguliere de u (i.e. 1~ (O) est une sous-
variété de M),

* le groupe G agit librement et proprement sur u~'(Q) (i.e. le quotient
1~ 1(0)/G est une variété).

Posons ¢ : u~!(O) < M linclusion naturelle de sous-ensemble. Alors :

1. 7: 1~ Y(0O) = N := u=1(0)/G est un G-fibré principal,
2. N est une variété symplectique (dit quotient de Marsden-Weinstein),
3. la forme symplectique wy sur N satisfait

CUN'[x](Vl,V2) = w|x(vi,v2) = (ulx, [£1, €]

pour vy, vy € T u~ ' (O) ot &1, &, € g sont choisis de telle sorte que

adzfllulx +(dp)|x(v1) =0 ad;z“lx +(dp)|x(v2) =0
4. la dimension de N est dim(N) = dim M + dim O —2dim G.

Preuve : Considérons la variété symplectique (M := M X O, G = w @ (—wp))
ol wo est la forme symplectique sur O définie plus tot. Sans pertes de généralités,
supposons que ’action de G sur M est par la droite, d’application moment u :
M — g*. On considere alors I’action coadjointe hamiltonienne par la droite de
G sur O, d’application moment yp : O — g*;n — n. On a alors une action
hamiltonienne par la droite de G sur M d’application moment /i := u — ip. On
remarque alors qu’il y a une bijection naturelle entre u~'(0) et =1 (0) :

p'(0) = {xeMlu(x) €O}

{(x,n) € M X Olu(x) =n}

= {(x,n) € M X Olu(x) = po(n)}

= {(x,n) € M X Olu(x) — po(n) =0}
= {(x,n) € M xOla(x,n) =0}

= A7'(0)

IR
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Explicitement, la bijection est donnée par :
[ 0) - gl 0)
x = (x,pu(x))

En effet, pour x € y~'(0) ona:
ACf(x)) = e, u(x)) = p(x) = po(u(x)) = p(x) — p(x) =0
En utilisant cette bijection, on trouve donc :
N=p"1(0)/G = i (0)/G

On se rameéne donc a une réduction de Marsden-Weinstein usuelle démontrée
dans la derniére section. Comme la forme symplectique sur M = M x O est
@ = w®(—wp), il suit, que la forme symplectique sur N = 4~ (0)/G = i~ '(0)/G
est celle wy vérifiant

oy =00
Développons cette derniere égalité. De I’égalité

p(0) = {x € M|u(x) € O}

et sachant que 7,0 = {&7|,|€ € g} ou &7, = —adzn, il suit que :

T.u™'(0)

{v e TM|(dp)]x(v) € T, O}

{ve iM|3§ € g : (dp)|x(v) = &7, }

{v e T.M|3¢ € g : (dp)lx(v) = —adzpl.}
{veTLM|3¢ € g: (du)l(v) + ad;‘ﬂ|x =0}

Une autre maniere de voir les choses est :
T ' (0) = {(v,w) € LM X Ty, O] (dp)|(v) = w, 3¢ € g w =€}
Ainsi, pour u; = (vi,wy),uz = (va,w2) € T ' (O),ona:

Oy, (U1, u2) = wl(vi,v2) — woly, (Wi, w2)
= wlx(vi,v2) = wolul, (€1l &)

w|x(vi,v2) = (ulx, [€1,62])
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Ainsi, la forme symplectique wy vérifie : C’est-a-dire,

(@) |x(ur, u2)

wle(vi,v2) = (ulx, [£1.621)

(m*wn) [x(u1, uz)

pour vy, v; € Tp,u_1 (0) ou &1, & € g sont choisis de telle sorte que

adg ulx + (d)]:(vi) =0 adg, ulx + (dp)]x(v2) =0

O

Remarque : Ca serait bien de parler un peu des polytopes de Delzant (en ai-je
besoin plus bas ?).
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8 Rudiments de géométrie riemannienne

8.1 Introduction

Le but de cette section est de rapidement poser quelques égalités utiles en géométrie
riemannienne. Ces égalités me seront utiles pour exprimer le laplacien de Hodge
de coordonnées locales. En particulier, ceci reliera le laplacien de Hodge d’une
fonction a son hessien covariant.

8.2 Diverses dérivées

Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n. Considérons des co-
ordonnées locales {x!, ..., x"} surun ouvert U c X.Ces coordonnées induisent une
base {0, := 0/0x'} de Ty X et une base duale {dx'} de T;;X. La métrique pseudo-
riemannienne g s’écrit localement g|y = g;;dx’ ® dx/. Ici la notation d’Einstein
sur la sommation sous-entendue des indices répétés est de mise. Considérons la
fonction G := det[g;;] € C*(U;R\{0}). La signature s, de la métrique g est
définie localement par s, := sign(G), le signe de G, de sorte que |G| = 5,G. La
signature est bien définie globalement. Soit [g"/] la matrice inverse de la matrice
[gi]. Tout comme G = det[g;;], ona G~! = det[g"].

Proposition : -
kG = Gg" orgij

0 (G =G lg;j0k8"

Preuve : C’est un calcul direct. La preuve devrait étre dans [Landau-Lifshitz-2].
TODO!!! O

Proposition : g;;0,8’% = —g/%0,g;;
Preuve : En utilisant le fait que g;; g/k = 6{.‘, on calcule directement :

0 =06 = 9i(gi;8'") = (D18i))g"* + gij018”"
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Proposition : 9;g" = —g" g/ i gmi.
Preuve : Découle directement de la derniere proposition. O
Proposition : o |G|'/? = %|G|1/2g"jc9kgij = —%|G|1/28ij3k8ij

Preuve : Montrons d’abord la premiere égalité :

h|G|'? = 0/s,G

= Oh(s,G)'/?
1
- 5(sg(;)—l/%gakG

. y
= E(SgG) I/ZSgngakg[j

(P i
= 5IGI"IGIg" dhgis

| N
= 56l 14" Orgij
La seconde égalité recherchée découle en utilisant 1’avant-derniere proposition. O

Proposition :
1 ..
G 264|G|'? = Eg”akgij
- 1
G20, |G|7V? = _Egljakgij
Preuve : La premicre égalité se trouve dans la derniere proposition :
1 ..
GIT20IGI'? = S8 dhgyy
La seconde égalité découle du fait que :

0 = ol
= (GG
= |GI720|G|'? + |G| *8, |G| 71?

1 _
= 58" Ogi +1GI'0, G2
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8.3 Symboles de Christoffel et connexion de Levi-Civita

Soit V une connexion.
Notation : Posons V; := V..

Définition : Il existe des coefficients Fl’; nommés symboles de Christoffel de la
connexion V, tels que :
Vid; =T}0k

Proposition : On a I’égalité suivante :
Vide* = -Tfdx/

Preuve : On écritd’abord V;dx* = —a lk]dxf pour certains coefficients a déterminer
afj. En utilisant la regle de Leibniz, on a alors :

0 = Va(s))
= Vi(dx'(9)))
= (Vidx")(9;) +dx'(Vi0;)
= (=al,dx")(3)) + ¥ (7' 3,)
= —al}cnlé? + F,’{"J.éfn
= —al,'(j + FZ].
Dot al, =T . D'ob V' = ~T} d/. o

Définition : A une métrique g correspond une unique connexion de Levi-Civita
V qui est :

1. V-adaptée,i.e. Vxg =0, VX € X(X)
2. sans torsion, i.e. VxY — Vy X = [X, Y], VX,Y € X(X).

Remarque : Ces deux dernieres propriétés peuvent se réécrire de maniere équi-
valente comme :

1. Vig =0, Vk
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2. V;0;, -V;0;,=0, Vi, j.
Proposition : En termes des symboles de Christoffel, 1’égalité Vg = 0 équivaut
a:
0= 0kgij — 8mjLl; — &mIy;
et I’égalité€ V;0; — V;0; équivaut a :
k k
I =T
Preuve : On calcule directement la premiere égalité :
0 = ng

= Vi(gidx' @ dx/)

= (Okgij)dx' ® dx/ + g;; (Vidx') ® dx/ + g;;dx’ ® (Vidx!)

= (Okgip)dx' ® dx! + g;; (T}, dx™) ® dx/ + g;dx’ ® (=T dx™)

= (Orgi)dx' ® dx/ — gy, dx" ® dx/ — g;; T dx' ® dx™

= (0gij)dx' ® dx/ — g, Tdx' ® dx/ — gip [} dx’ ® d/

= (Ok&ij — &mjT: — gimrlrfj)dxi ® dx/
On calcule ensuite la seconde égalité :

0 = V,0,-V,0;
0k — 0k
k k

(Fij - rj,')ak

O

Définition : Les symboles de Christoffel de g sont, par définition, les symboles
de Christoffel de la connexion de Levi-Civita de g.

Proposition : Les symboles de Christoffel Fl.kj de g satisfont :
k 1 km
I} = 58 (0igjm + 0;&im — Om&ij)

Preuve : Il suffit de montrer que de tels coefficients Fl.’;. satisfont les deux égalités
de la derniere proposition. L'égalité portant sur la torsion est évidente car ici
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Fl.k. = FJ’.‘i. Ensuite, en utilisant ces trois égalités :
k 1 km
Iij = 58" (0igjm + 0;8im = Om8if)

1
= 5g”’l(akg,q +0igkl — 018ki)

m 1 m
T = 58" (kg1 + 081 = d1gx;)

on montre que les coefficients satisfont la seconde égalité de la derniere proposi-
tion :

Ok8ij — 8miTy; — &iml'y;
1 1
= Ok8ij — &mj Egml(akgil +0i8k1 — 018ki) — gimigml(akgjl +0;8k — 018kj)
1 1
= Okgij - 555(5%&1 +0i8k1 — O18ki) — 555(6kgj1 + 08k — 018kj)

1 1
= Okgij — E(akgij +0;8kj — 0j8ki) — 5(3kgji +0,8ki — 0i8kj)
=0

8.4 Autres propriétés des symboles de Christoffel de g

Remarque : Comme on vient de le voir, les symboles de Christoffel de la métrique
pseudo-riemannienne g satisfont :

0= 0kgij — 8mjl; — &Iy
rf =T
Fikj = %gkm(aigjm +0;8im — Om&ij)
Proposition : Ona:
§'Tj = -1GI"2a1(1G'*¢")
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Preuve : En utilisant ces deux égalités :
8" oigij = —gij08""
1 y 1 .
|G| = ElGll/ngakgij = _ElGll/zgijang

on calcule directement :

y 1,
T} = ig”g"’”(f%gjm +0j8im = Om8ij)

1 ij km
= nggk (20,8 jm — Omg&ij)

1
gtjgkmamglj

— gl]gkmagjm 5

1 L.
G2 (1612 gk g g’”"|G|1/2g”amgi,~)

| 2

=[G (16157 g™ a1g m ~ 5" 3lG1'"?)
= 1GI2 (-IG|" g g mbig™ - g™ 0,1GI')
= —IGI(IG1"g g jmng™ + g™ 3nGI'2)
= —IGI"2 (161", 018" + g™ 91G|2)

= 1GI2(1GI"20,g™ + g 6,1 G|'12)

= G20, (IGI"2g™)

Proposition :

1
k _

(ici je suppose que les k£ sont sommeés).

gkmajgkm

Preuve : Suite d’implications :

" 0kgim = 8" Omg ik = & Omg;
= gmk(akgjm — Ongkj) =0

1 1
— F,’;j = Eg’"k(ﬁkgjm +0;8km — Om8kj) = ggkmafgkm
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]
Proposition : On a :
F]l{cj — |G|_l/26J|G|1/2
Preuve : Plus haut, j’ai montré que :
1 .
ok|G|'? = §|G|1/28”3k8ij
Ca se reformule comme :
&' 0gi; = 2G| *041G|'?
Par la derniere proposition, on trouve donc :
Fk _ 1 kma
ki = Eg i 8km
1 -
= 52(G| 125,1G|'/?
— |G|_1/261|G|1/2
m]

8.5 Opérateur de Laplace-Beltrami

Il est possible de définir un tenseur hessien ainsi qu’un laplacien sur les sections
de fibrés. En effet, pour o une section, on pose :

H=VVo
Aigo =g H;; = gV H(d;,0;) = g7 (VVo)(d;, 6;)

Ce laplacien est nommé opérateur de Laplace-Beltrami. Par abus de langage, il
est souvent dénoté : -
Aig = g"ViV;

Sur les fonctions, on a explicitement :

Hi; = 0;0,f = T}0c f
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Aisf =g"Hi; = g" (5i3jf - F,-l}akf)
Plus bas, il sera aussi question du laplacien de Hodge de Rham Apgr = 6d + do.
Sur les fonctions, on a :
ALB = —AHdr
Alors qu’en géométrie différentielle et théorie de jauge il est le plus souvent

question de Aggr, en physique il est le plus souvent question de Ay g. Plus bas, par
défaut, il sera question de Aggr. Ainsi, A et A, dénotera Aygr.
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9 Fibrés principaux et fibrés associés

9.1 G-Fibré principal7: P — B:

Définition : (fibré principal) Un G-fibré principal n : P — B est la donnée d’une
action par la droite ® : G — Diff(P) telle que :

1. ’action @ est libre ;

2. n: P — B=P/G estdifférentiable ;

3. P est localement trivial, i.e. pour tout x € B il existe un voisinage U
de x et une application G-équivariante ¢ : 771 (U) — G, ie. ¢(a-g) =
(¢(a))g,Ya € P,g € G, telle que

Y12 (U) 5 UxG; a— (n(a), ¢(a))

est un difféomorphisme.

Remarque : P est dit étre [’espace total, ou ’espace fibré. B est dit étre [’espace
de base. G est dit etre le groupe structurel. t est dit €tre la projection canonique.

Deux trivialisations locales
Y, : 1 (Uy) = Uy X G; a v (n(a), dola))

Yy : 1 (Ug) = Ug X G; a > (n(a), ps(a))

telles que U,p := U, N Up est non vide induisent une fonction de transition
WYop: Usp — G
définie pour tout a € 771 (U, N Up) par
Wop(n(a)) := Wap(a) = dala)(gp(a))™

Comme ‘FIv’aﬁ est G-invariante, W, est bien définie. Il est aussi aisé de démontrer
les égalités suivantes :

Yop¥py = Yoy
lPa’ﬁ = ‘P/;(i
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A une trivialisation locale ¥,, correspond une unique section trivialisante locale :
Sq i Uy = 171 (Uy)
définie par :
Ppos,=e€CG

Lors d’un changement de trivialisation locale, les sections trivialisantes locales se
comportent comme :
S = Sa- lpaﬁ

Il est aussi aisé de démontrer que :
Yo' i Uax G — 17 (Uo): (x.8) = 5a(0) g

HO‘IJ;I()C,g) =X
a0 W, (x,8) = g

Définition : On dit qu'un G-fibré principal est trivial s’il existe une trivialisation
globale, i.e. il existe une trivialisation locale qui est globale, i.e. définie sur ’ouvert
U, = B.

156



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

9.2 Champs vectoriels fondamentaux :

Proposition : Soit P — B un G-fibré principal (a droite). Alors I’action de groupe
® : G — Diff(P)
g CDg
est un anti-homomorphisme, i.e. :
Dy g, = Py, © Dy, Vg1,82€G
Preuve : Pour a € P quelconque, on a :
q)glgz(a) =a-(g182)=(a-g1) g = q)gz(q)gl (a)) = (¢g2 © q)gl)(a)

m]

Définition : Soit G un groupe de Lie et g := Lie(G) son algebre de Lie. Soit

P — B un G-fibré principal. Alors le champ vectoriel fondamental £* € X(P) de
¢ € g est défini en tout a € P par :

. d
P

= a » (Dexp(t.f) (a)

Remarque : Cette définition vaut pour @ agissant a gauche ou a droite.

Proposition : Le champ vectoriel fondamental £* de ¢ € g peut aussi s’écrire en
termes de la contrepartie infinitésimale de I’homomorphisme de groupes de Lie
®: G — Diff(P) :

@], : g — X(P)
£ &= 0 (8)

o2
dr
d
dr

d
al_, Deyp(re) (a)

&'l

Preuve : Calcul direct :

(@sle(6)]a

eXp(t§))) la

=0

cDexp(tf)) |a
t=0
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O

Remarque : La proposition suivante devrait venir plus bas apres la notion de
forme de connexion mais je vais la mettre ici pareil.

Proposition : Les champs vectoriels fondamentaux vérifient :

(Dg)«(£7) = (Adg-18)", VgeG.éeg

Preuve : Bien que la notion de forme de connexion n’est pas encore donnée,
utilisons-en une auxiliaire A : TP — g. La 1-forme de connexion donne lieu a un
isomorphisme entre la distribution verticale V, c T, P et g. On sait que les deux
cotés de 1’égalité recherchée sont des champs vectoriels verticaux. Il suffit donc de
montrer que :

A((@g)+(£7)) = A((Adg-18)7)

ie. m.q.:
((Pg)"A)(&7) = Ady-1€
1Le. m.q.:
Ad;'A(¢Y) = Adg-é
ie. m.q.:
Ady'¢ = Ady-i&
Ce qui est vrai. O

Proposition : Les champs vectoriels fondamentaux vérifient :

[£1, 61" = -[&7. 6]

Preuve : Ca découle de la derniere proposition :
[£1.6] = Le(&)

0 (q)exp(t.fl))*(§;)

dr
d

dr
d .
= (EtzoAdexpaf])-'fz)
= (=[&, 6]

= —[&.&6]7

(Adexp(tfl)*lérZ)*
=0
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O

Remarque : Le "-" est dii au fait que ® est un anti-homomorphisme de groupes.
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9.3 Fibréassociépr: Px,V — B :

Soit p : G — Aut(V) une action de G sur V par des automorphismes (V est ici
soit un espace vectoriel, soit une variété). Si V est un espace vectoriel, Aut(V) =
GL(V). Si V est une variété lisse, Aut(V) = Diff (V). On fait agir G sur le produit
P XV comme suit :

(a,v)-g=(a-g.p(g"")v)

Comme G agit librement sur P, il agit librement sur P X V et donc le quotient
Px,V:i=(PxV)/G
est une variété lisse. La projection  : P — B induit une projection

pr:Px,V —> B

[a,v] — 7(a)

qui est bien définie car 7 est G-invariante. Ainsi, P X, V est un V-fibré associ€ a
P via p sur B. On écrit aussi P X, V — B et aussi pP lorsque p est spécifi€. Les
points de P X, V sont des classes d’équivalences [a,v] ou [a-g,v] = [a, p(g)V].

Exemple : Prenons p =¢: G — Aut(G) et V = G. On pose alors
AutP =P =Px, G
Exemple : Prenons p = Ad : G — Aut(g) etV = g. On pose alors le fibré adjoint
AdP := P Xaq 0

Remarque : José Figueroa-O’Farrill écrit AdP pour mon AutP et adP pour mon
AdP.

Remarque : Un fibré vectoriel £ := P X, V est a fibres E, isomorphes a V. Le
fibré E est dit étre un V-fibré vectoriel.

Remarque : A un V-fibré vectoriel E = P x p V correspond un V*-fibré vectoriel
dual E* := P X« V* ou p* : G — Aut(V*) est la représentation duale :

p*(@a:=aop(g™), VgeG,aecV*
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Remarque : Sion a deux fibrés vectoriels E1 = P X, Vi et E» = P X, V>, alors
le produit tensoriel des deux fibrés est

EI®E, = (P Xp, Vi)® (P X, Vo) =P X 1802 (Vi ® V,)
oup;®pr:G— Aut(V; ® V).

Remarque : De la méme maniere, on peut aussi exprimer la somme de Whitney
des deux fibrés vectoriels associés comme étant :

E,eE, = (P Xpi V]) &) (P Xp, VQ) =P Xp1@p2 (V] (&) Vz)
oup ®pr:G — Aut(Vy; @ V).
Remarque : Soit E = P X, V un fibré associé (vectoriel ou non). On peut faire

agir G sur E par g - [a,v] := [a, p(g)v]. Ceci donne une action de G sur ['*(B; E)
Si V est vectoriel, ceci donne aussi une action de G sur Q¥ (B E).
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9.4 Trivialisation locale d’un fibré associé :

Soit E := P X, V un V-fibré vectoriel associ€¢ a P sur B. On peut localement le
voir comme fibré trivial
Uy xV — U,

sur U,. Les fonctions de transition du fibré E sont données par
(x,v) ~ (x, p(Wap(x))v), Y(x,v) € Usp XV

Remarque : Les sections o € I'®°(P xg V) s’écrivent o (n(a)) = [a, 0% (a)] o
ot . P — V est p-équivariante :

ota-g)=p(g o (a), YaeP,geG

ie. (CIDg)*O'ﬂ = p(g_l)O'rt

ou, de maniere équivalente, par des fonctions o, : U, — V définies par
Oy = SZU’i =obo So

ol 5o : Uy — 71 (U,) est une trivialisation locale de P.

Proposition : Les o, vérifient :

op(x) = p(¥op(x) 00 (x), Vx € Ung

Preuve : On calcule directement

O'ﬁos/g(x)

= 0¥ (sq(x) - Wap(x))
= p(¥ 4(x)0* (sa(x))
= (¥ p(x)0q(x)

ap(x)

O

Proposition : Toute collection (o, Uy ), Ol les U, recouvrent B et ou les o, se
transforment comme dans la derniere proposition définissent une section globale
ocel™(B;PxgV).
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Proposition : Soit o une application p-équivariante sur P. Alors pour tout £ € g
on a I’égalité :
Leot = —p.(&)oF

Preuve : On sait que (t]bg)*O'ﬁ = p(g‘l)aﬁ. Soit g(¢) une courbe en G telle que
g(0) =e. Alors :

d . d .
Leoh= 2| (D)o’ =) pe(n)ot = —p.(&)o
=0 =0

O

Remarque : Bien que je n’ai pas encore introduit la forme de connexion A, on
verra plus tard que :

Proposition : d*c¥ = (d + p,.A)o est horizontale.

Preuve : La derni¢re proposition Lg*aﬁ = —p.(&)o? et la formule magique de
Cartan implique :

~pu(§)? = podo?

Dot 0 = (tg+d + (p.A) (£¥))a?. Cest-a-dire, 0 = tz+(d + p.A)o*. D’ott o# hori-

zontale. O

Remarque : En physique, un champ de maticre i est une sectionde £ = PX, V et
est couplé a un champ de jauge A via d4¥. La représentation p encode le couplage
entre Y et A, i.e. la "charge" de y. Par exemple, pour g = R(¢) et A = € ® «,
a € Q! (P;R), 1a charge de ¢ est e = —p..(¢) de sorte que :

(dy*) (&%) = Lo = —p. (&P = eyt

Ayt = (d+ p. Ayt = (d + ea)yt

Bref, la charge e représente comment Wyt est p-€équivariante sur P et la charge e est
aussi le couplage eay® entre o et yF.
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10 Connexions d’Ehresmann H et plus encore :

10.1 Connexion d’Ehresmann H :

Rappel : L’action de groupe @ : G — Diff(P) induit une application

Dl : g — X(P)
Em &

Toute base {£1, ..., &qim(G)} de g induit alors une famille de champs vectoriels
fondamentaux {¢7, ..., &, ( G)} sur P. Cette derniere famille de champs vectoriels
engendre a son tour une distribution, dite verticale, V C TP sur P. Comme ® agit
différentiablement, 1’application a — V,, C T, P est différentiable. Puisque

(@)« (&) = (Adg-18)", VgeG.Eeg

la distribution V est G-invariante. Qui plus est, I’application ®|, étant un anti-
homomorphisme d’algebre, la distribution V est forcément intégrable et détermine
un feuilletage. Ce feuilletage a pour feuilles les G-orbites en P.

Définition : (Connexion d’Ehresmann) : Une connexion d’Ehresmann H sur P
est une distribution, dite horizontale, H C TP qui est :

1. supplémentairea V,i.e. TP =V & H;
2. G-invariante, i.e. H,., = (®g).H,, Ya€ P, g€ G;
3. différentiable, i.e. a — H, est différentiable.

La premiere condition est équivalente a ce que V et H soient transverses, 1.e.
TP =V + H, et soient d’intersection nulle, i.e. Ya € P,V, N H, = {0}.

La projection v : TP — V (resp. h : TP — H) est dite projection verticale (resp.
horizontale). Onavoh=hov =0.

Remarque : Alors que la distribution verticale est toujours intégrable, la distri-

bution horizontale est, elle, généralement non intégrable. Nous verrons plus bas
que la non intégrabilité de la distribution d’Ehresmann est en fait la courbure.
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Remarque : Lorsque j’aurai une forme de connexion A, les projections verticales
et horizontales seront explicitement données en tout X € 7, P par :

vX, = (Aa(Xa))*la
hX=X-vX
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10.2 A propos des projections horizontales et verticales :

Proposition : v2 =v.

Preuve : Soit X, € T, P quelconque. On sait que vX, = (A,(X,))"|s. Ainsi :

v((Aa(Xa))a)
(Aa((Aa(Xa))*la)) la
= (Aa(Xa))*la

sza =v(vX,)

ou la derniere égalité découle de A(£*) = & pour tout € € g. O
Proposition : 4v = 0.

Preuve: h(vX) =vX —v?X =vX —vX =0. O
Proposition : 1? = h.

Preuve : On calcule directement :

h*(X) = h(hX) = h(X —vX) = hX — hvX = hX

]
Proposition : vhiX =0
Preuve : vAX =v(X —vX) =vX —v?X =vX —vX =0. O
Proposition : 7, ov =0.
Preuve : Découle directement du fait que r tue les fibres. O
Proposition : 7.0 h =m,.
Preuve : 7,0 h(X) =n.(X —vX) = 1. X —m, 0o v(X) = 1. X. O
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10.3 Champs vectoriels verticaux :

Définition : Un champ vectoriel X sur P est dit vertical s’il repose en la distri-
bution verticale V. Un champ vectoriel X sur P est dit horizontal s’il repose en la
distribution horizontale H.

Remarque : Les champs vectoriels verticaux vérifient vX = X. De méme, les
champs vectoriels horizontaux vérifient h X = X.

Remarque : Tout champ vectoriel X se décompose de maniére unique en com-
posantes horizontales et verticales :

X=vX+hX

L’ unicité découle de la définition de X = X — vX.

Remarque : La condition A(¢*) = ¢ implique que toutes les formes de connexions
ont la méme valeur sur les vecteurs verticaux.

Proposition : Si X =0, alors vX = hX =0.

Preuve : Supposons X = 0. Alors vX|, = (A4(X,))* = (A4(0))* = 0" = 0. Donc
yX =0. Ensuite, h X =X -vX =0-0=0. Donc hX =0. O

Remarque : Dans la prochaine section on verra une décomposition des k-formes
en composantes horizontales et verticales. Cette décomposition en somme directe
de k-formes implique que si une k-forme 7 est nulle, alors chaque composante est
nulle (i.e. les composantes horizontales et verticales sont linéairement indépen-
dantes).

Remarque : La composante horizontale est une notion découlant de la notion de

connexion. Mais la propriété d’ étre horizontale est définie sans I’ aide de connexion.
La notion de composante découle d’un split via une connexion. Ce splitest H* @ V™.
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10.4 Formes horizontales, verticales et mixtes :

Les distributions V, H C TP induisent les distributions V*, H* c T*P. On pose
d’abord les (p, g)-formes mixtes :

Q(P,Q)(P) =T2((APV) A (ATHY))

mix
puis les k-formes verticales

QU (P) = Q0 (P) = T2 (A*V")

mix

et les k-formes horizontales

0,k 00 *
Qf (P) := QU9 (P) = 1 (A*H")

Ainsi, toute forme horizontale vérifie a|y = 0 et toute forme verticale vérifie
a’|1-1 =0.

Remarque : On a une décomposition en sommes directes

of(p) = Qb2 (p)

p+q=k

Cette décomposition implique que les sous-espaces Qr(rﬁf)(P) sont linéairement
indépendants. Ainsi, si @ est une k-forme nulle, alors chaque composante est nulle
et pas seulement la somme des composantes est nulle. En particulier, une k-forme
a est horizontale si @ = apor. Ce qui implique que toutes les autres composantes
de @ sont nulles et non pas seulement la somme des autres composantes est nulle.
En particulier, toute 1-forme @ € Q!(P) se décompose uniquement en

@ = (@)por + (@)ver € ok (P)® Q\ller(P)

hor

et toute 2-forme w € Q?(P) se décompose de maniére unique comme

W = (Whor + (W)mix + (W)ver € Q7 (P)o®Q

hor

1,1
(LD (py @ Q2. (P)

mix

Les composantes horizontales et verticales d’une k-forme a quelconque sont
données explicitement par

(@Whor(+seees ) =h'a(-y.ey-)=alh-,....;h")
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(@ver(+yeeey ) =Vvia(-, .., )=alv-,..,v-)

Ici A* et v* sont de la simple notation qui ne désignent pas les pull-back (ne
commutent pas avec d). La décomposition est unique puisqu’induite par la décom-
position

X=hX+vX

Définition : Une k-forme a € QK(P) est dite horizontale si elle s’annule sur la
distribution verticale, i.e. |y = 0. Similairement, une k-forme « est dite verticale
si elle s’annule sur la distribution horizontale, i.e. si a|g = 0.

Lorsqu’une connexion est définie, on a la relation suivante :

Remarque : Une k-forme @ € QF(P) est horizontale si et seulement si elle est
égale a sa composante horizontale, i.e. @ = (@)hor = h*a. Similairement, une
k-forme « est verticale si et seulement si elle est égale a sa composante verticale,
ie.a = (@) = Vvia.

Remarque : La propriété d’€tre horizontale est indépendante de la connexion
A! En effet, une k-forme est horizontale si et seulement si elle s’annule sur
la distribution verticale (qui est définie indépendamment de toute connexion). La
connexion intervient quand on veut extraire une éventuelle composante horizontale
d’une k-forme générique.

Bref, une connexion ¢a sert a extraire des composantes horizontales.
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10.5 Formes basiques réelles :

Définition : Une k-forme réelle & € QK (P) est dite G-invariante si
(Pg)'@=0a, Vge i
Notation : On dénote I’ensemble des k-formes réelles G-invariantes sur P par

QK (P)S.

Définition : Soit o € Qﬁor(P) une k-forme horizontale. Si de plus « est G-
invariante, i.e. (®g)*a = a pour tout g € G, on dit qu’elle est un k-forme basique
réelle.

Notation : On dénote par Qﬁor(P)G I’ensemble des k-formes basiques sur P.
C’est-a-dire :
Qf (P)Y :=Qf (P)nQ*(P)©

Voici un résultat intéressant :

Proposition : Les k-formes basiques sur P sont en bijection avec les k-formes
sur B via la relation o = 7*a. C’est-a-dire, il y a une bijection

1:1
Qﬁor(P)G — QK(B)

Preuve : Soit @ une k-forme sur B. Alors af = 7* est horizontale. En effet,

o o

= (e, )

= ag(myoh-,..,m.0h-)
= nma(h-,....h-)

= (7" @)nor

= (a'ﬁ)hor
D’ou o horizontal. Aussi, ot est G-invariante car

(<I)g)*a/‘j = (®)" (m"a) = (moPy)'a=n"a = ot
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Donc @ monte a une k-forme horizontale G-invariante sur P. Inversement, soit
ot une k-forme horizontale G-invariante sur P. Par G-invariance, elle vérifie
Lg*aﬁ = 0 et par horizontalité elle vérifie a¥(£*) = 0. Donc :

0=Lsa=1gda+diga = 1+da

D’otl tg«da = 0. Cette condition est suffisante pour qu’elle descende. En effet, si
ot provenait d’une k-forme « sur la base, alors d7*a = 7*da. Comme da est une
(k+1)-forme, 7*da est une k-forme horizontale. Donc dn*a = dat est horizontale.
Donc on devrait avoir tg+da = 0. Ce qui est le cas. Maintenant, en comparant les
dimensions de I’espace des k-formes sur B et celles G-invariantes horizontales sur
P on arrive a la bijection (en regardant point par point). O

Notation : A « € Qﬁor(P)G j’écrirai ay € QK(B) la k-forme correspondante
sur P. Inversement, & @ € Q¥(B) j’écrirai o € Qﬁor(P)G la forme basique réelle
correspondante sur P. On a alors les bijections suivantes :

() QK(B) - QF

hor

(P)°
() : QL (P)Y — Q%(B)
mutuellement inverses 1’une de 1’autre.

Proposition : Soit a une k-forme basique. Alors da est aussi basique.

Preuve : Il suffit de montrer que de est G-invariante et est horizontale. Premiere-
ment elle est G-invariante car :

(Dg)"(da) = d(P,)"a = der

Deuxi¢mement, la G-invariance de « implique Lga = 0 pour tout £ € g. En
utilisant I’horizontalité de a on trouve :

0=L:=diza + 1gda = 1zda
D’ot tgda = 0. Comme ¢ était quelconque, il suit que da est horizontale. O

Remarque : On alors :

d: Qk

hor

(P)G SN Qk+1(P)G

hor
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Remarque : La p-équivariance de des formes basiques s’exprime infinitésimale-
ment comme :

Lent = —p.(f, Véeg
Proposition : Soits, : U, — ! (U,) une section trivialisante locale quelconque.
Alors,

* ol =
S, =a

Preuve : On sait que 7% = o¥. Ainsi :

staf = sirta
(7m0 sa) e
(idp) @

a

O

Remarque : La derniere égalité est indépendante du s, choisi! Ceci découle du
fait que at est basique. En effet, en appliquant la regle de Leibniz

(Sa - lP(Yﬁ)*(X) = (q)‘l’aﬁ)*(sa)*(x) + ((D*)lll‘aﬁ(\Pa,B)*(X)ls(,

on calcule directement :
(s50)(X) = at (sp).(X)

= o} Ly, (50 Yap):(X)

= of Ly (@) (50)e(X) + (@), (Pap)e(X)],)

= oy (@) (s (X) +ah Ly (@), (Pap)- (XL,

= @ ok, (50).(X)
= af (s)u(X)

= (sha")(X)
. i #

‘Paﬁasa = alsa

ﬁa W (®.) = 0, ce qui découle du fait que @, génere des champs

ou j’ai utilisé @ car o est G-invariant et on regarde fibre par fibre.

J’ai aussi utilisé a

vectoriels verticaux mais a* est horizontale. On a donc bien I’égalité
saf = s;aﬁ

La derniere proposition est donc 1égitime.
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10.6 k-formes a valeurs vectorielles :

Soit V un espace vectoriel réel (a ne pas confondre avec V la distribution verticale !).
Soit {1, ..., Vdim(v) } une base de V.

Définition : L'espace des k-formes différentielles sur P a valeurs en V est par
définition :
QK (P:V) =T ((/\kT*P) o V) - 0F(P)&p V

Toute k-forme « a valeurs en V se décompose en

dim(V)

a = Z a; ®v;
i=1

oua; € QK(P)pouri = 1, ...,dim(V). Les notions de k-formes horizontales/verticales
de la derniere section s’étendent aux k-formes a valeurs vectorielles. On dénote
alors

Qf (PV)=Qf (P)®V et Qb (P;V) :=Qf (P)®V

hor ver

Définition : On dénote I’ensemble des k-formes a valeurs en un fibré vectoriel
E — Bpar:

QX(B:E) =T ((/\kT*B) ® E)
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10.7 Produits extérieurs, crochets, etc. :

Bien que le produit extérieur A entre une p-forme différentielle et une g-forme
différentielle est naturel, celui entre p-formes et g-formes diftérentielles a valeurs
vectorielles ou a valeurs en un fibré n’ont pas de produit extérieur naturel. 11 est
néanmoins possible d’en définir quelques-uns qui différent les uns des autres selon
le contexte.

Définition : Soient V et W deux espaces vectoriels. Alors il y a un produit extérieur
naturel
(A, ®) : QP (P; V) x Q1(P; W) — QP (P, V @ W)

(@®Vv)(A,®)(BRW) =(aAB)R (VW)

Remarque : Ici, il n’y a pas de formule pour permuter (@ ® v) et (8 ® w) en
changeant éventuellement de signe, contrairement au produit extérieur usuel A sur
QP (P) et QI(P).

Définition : Soit V un espace vectoriel. Alors il y a un produit extérieur naturel
(A, 0) : QP(P;End(V)) X QI(P;V) — QP (P,V)

(@®A)(A,0)(BOV) = (aAB,ALV))

Remarque : Ici non plus il n’y a pas de formule pour permuter (¢ ® A) et (B® V).
Définition : Soit V un espace vectoriel. Alors il y a un produit extérieur naturel
(A, 0) : QP (P;End(V)) x Q4(P;End(V)) — QP*(P;End(V))

(@ ®A)(A,0)(B®B) :=(aAB)®(AcB)

Remarque : Ici non plus il n’y a pas de formule pour permuter a priori.

Définition : Soit V un espace vectoriel et V* son dual. Alors il y a un produit
extérieur naturel

(A (s ) 1 QP(P V) x QI(P; V) — QP (P)

(@@ (A (- NBOV) = (aAB) (1, v)) = (u(v))(a AB)
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Définition : Soit V un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire 2 : VXV — R.
Alors il y a un produit extérieur naturel

(A h) : QP (P V) x QIU(P; W) — QPY(P)

(@@ v)(A,h)(BOW) = (aAB)(h(v,w)) = h(v,w)(a A B)

Remarque : Ici non plus il n’y a pas de formule pour permuter a priori : ¢a
pourrait tre le cas si & est symétrique ou anti-symétrique par exemple.

Remarque : Pour alléger la notation posons
A QP (P V) x QI(P; V) — QPY(P)

a A B =a(n h)B

Définition : Soit g une algebre de Lie. Alors il y a un produit extérieur naturel
(A [ 1) 1 QP (P;g) x Q1(P;g) — QF(P; g)

(@®A)(A[-,-D(B®B) :=(a AB) ®[A, B]

Remarque : Ici, il existe une formule pour permuter (¢ ® A) et (8 ® B).

Remarque : Pour simplifier la notation, posons :
[« A-]:QF(P;g) xQI(P;9) > QM(P;g)
[@ A Bl =a(n [, - DB
Proposition : Soient @ € QP (P;g) et 3 € Q4(P;g). Alors
[@AB] = (DM [Bna]

Preuve : Par linéarité, supposons sans perte de généralités que @ = o ® A et
B =B ® B. Alors

[@ A Bl

(@ AB)® [A, B]

(DB Aa) ® (=B, A])
(=) (B A @) ® [B, Al
(=D B Aal
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O

Proposition : Soit g une algebre de Lie matricielle, et donc munie d’une loi de
composition o. Soient @ € QP (P;g) et B € Q4(P;g). Alors :

[@ A Bl = @(A, 0)B+ (=1)PT B(A, 0)@

Preuve : Par linéarité, supposons sans perte de généralités que @ = @ ® A et
B =p5®B. Alors :

[@AB] = (aAp)®[A,B]
= (@aANB)®(AoB—-BoA)
= (aANB)®(AoB)—(aAB)®(BoA)
= (@AB)®(AoB)— (-1)"(BAa)®(BoA)
= (@AB)®(AoB)+(-1)’""'(BAa) @ (BoA)
= @A, 0)B+ (=1)PIB(A, 0)a

Corollaire : Pour deux 1-formes différentielles @, 3 € Q!(P;g), ona:
[@ A B] = a&(A, 0)B+B(A, o)
Ce qui est bel et bien symétrique. En particulier :
[@ A @] = 2a(A, )@

De plus, si@ € QP (P;g)et ¢ € QO(P; g), alors

Proposition : Soient &,B e Q' (P;g) et deux vecteurs vi,vy € T,P pour un
certain a € P. On a I’égalité :

[@ A Bl(v1,v2) = [@(v1), B(v2)] = [@(v2), B(v1)]
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Preuve : I suffit de vérifier pour &@ = @ ® A et § = S® B. On calcule directement :

[@ A B](vi,v2) [(@® A) A (B® B)](vi,v2)
= ((ernp)®[A,B])(vi,v2)
= (aAB)(vi,v2)[A, B]
= (a(vi)B(v2) —a(v2)B(v1))[A, B]
= a(v1)B(v2)[A, B] — a(v2)B(v1)[A, B]
= [a(vi)A,B(v2)B] — [a(v2)A, B(v1)B]
= [@®A(v1),B® B(v2)] - [@ ® A(v2),® B(v1)]
= [@(v1),B(r2)] = [@(v2), B(v1)]

O
Proposition : [@ A @](-, -) =2[a@(-),a&(-)] pour tout @ € Q' (P;g).
Preuve : Par la derniere proposition, on calcule directement :
[@ Aa@](vi,v2) = [@(vi),@(v2)] - [@(v2), @(v1)]
= [a(v1),@(v2)] + [@(v1), @(v2)]
= 2[a(v1),a(v2)]
O

Remarque : En bref, on a donc pour @ € Q! (P; g) :
[@ Aa] =2[a,a] =2a(A,0)a

Remarque : Il est donc fréquent de voir [n,n] = %[n A n7]. Ceci dit, la notation
[-, -] est déconseillée car peut porter a confusion. En effet, bien que [@,a&] =
% [@Ad] est bien défini pour une 1-forme différentielle @ € Q' (P; g), qu’en est-il de
[@, B] pour &, B € Q' (P; g) ? On pourrait définir [&, 8] (v1,v2) = [@(v1), B(v2)],
mais c’est inutile car [@, 8] n’est pas une 2-forme différentielle (car pas forcément
anti-symétrique). Voila pourquoi je n’utiliserai pas cette notation, sauf pour le
crochet évident entre une p-forme et une O-forme et pour le crochet d’une 1-forme
avec elle-méme. Ceci dit, la notation [&, @] pour @ € Q!(P;g) est standard et
utilisée dans [KN] et par divers auteurs.

Remarque : Pour € Q'(P)etA € g,ona[a®A,a®A] = (aAa)®[A, A] =0.
Ce sont les combinaisons linéaires 3, @; ® A; qui produisent des [&, @] non nuls.
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10.8 Formule de Leibniz sur les crochets :

Remarque : Soit f =Y, i®A; € Q%(P;g) pour f; € C*(P;R) et A; € g. Alors :

dszdﬁ@A,-

Remarque : d’°f =Y.d*f,® A, = 0.

Proposition : Soient @ € QP (P;g) et § € Q4(P;g). Alors on a les deux égalités
suivantes :

d(@(A, 0)B) = (d@) (A, 0)B + (—1)P@(A, )(dp)
dla@ A B] = [da A B] + (=1)P[&@ A dB]

Preuve : Montrons d’abord la premiere égalité :

d(@(A,0)B) = d) (i AB))® (Ao B))
iJ

D d@i AB)) ® (Ao B))
iJ

= > ((day) ABj + (=1)Pa; A (dB))) ® (A; 0 By)
L]

D ((dai) A B)) & (Ao Bj) +(=1)" " (ai A (dB))) ® (4; © By)
i.J i.J
(d@) (A, 0)B + (=) &(A, ) (dB)

D’ou la premiere égalité. On calcule ensuite directement la seconde :

dla A B]

d > (@np) e [A;B)]
iJ

D d(ai A B)) ® [A;, By]
i,j

D (dai A B+ (=1)Pa; A dB;) ® [Ar, B]
i,j
= [da A B] + (-D)P[a@ A df]
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Corollaire : (1) Pour deux fonctions f,g € C*(P;g)ona:

dlf,gl =[df,g]l + [f,dg]

Corollaire : (2) Pour une 1-forme @ et f € C*(P;g) ona:
d(foa)=df(A,0)a+ foda

d(@o f) =dao f—a(A,0)df
Proposition : Pour f € C*(P;G)etd € Q' (P;g)ona:

d(Ad;&) = Adyda + [(df) f' A Adsa]
Preuve : Calcul direct :

d(Adsa) = d(faf™)

= (@pHaaf+fda)f - fadsr

= AN rnaf + Adpda) + fafi(df) f!
= (df)f ' A faf Tt + Adpda) + (Adsa) (df) f
= Adgda + [((df)f) A (Adsa)]

Corollaire : Pour f € C*(P;G) et@ € Q'(P;g)ona:
d(Adj-1@) = Adpid@ — [f7'df A Adpa@]

Remarque : On peut reformuler les deux dernieres égalités en termes de la
1-forme de Maurer-Cartan :

d(Adf—ld’) = Adf—ldd’ - [f*g AN Adf—ld’]
d(Ad;a@) = Adyda — [(f71)*0 A Adsa]

Proposition : Pour X € ¥(P) et pour @ € Q'(P;g) ona:

ix|a, @l = [wxa, @]
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Preuve: Pourvy, v, € T, P quelconques, onsaitque [@, @] (vi,v2) = [@(vy), @(v2)].

Ainsi :
wyla(vi),al = [a@(v1),@(v2)]
= [a,a](vi,v2)
= LVz([d/’ C’i/] (Vl’ : ))
LV2 (LV1 [d/’ &])
Comme v, était quelconque, on a ce qu’on cherche [@(vy), @] = v, [@, @]. O
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10.9 k-formes G-équivariantes sur P :

Soient V un espace vectoriel et
p:G— GL(V)
une représentation de G sur V.

Définition : Une k-forme o € QX(P;V) sur P a valeurs en V est dite G-
équivariante si
(®)'@=p(g e, VgeG

i.e. si
((@g)* op(g))a=a, VgeG

Ceci est équivalent, sous décomposition @ = }}; @; @ v;, a

dim(V) dim(V)

D (@) ) & (p(v) = D) a8
i=1

i=1
On dénote par
kopovy — (ok(p-1y)©
Q (P;V) = (Q (P,V))

I’ensemble des k-formes G-équivariantes sur P a valeurs en V. De mé€me, on pose

Qk

pnor(P3V) 1= (Qﬁor(P;V))G et QF o (P;V) = (Q’V‘er(P;V))G

'p,ver
Remarque : La définition d’une k-forme G-invariante réelle @ € Q*(P) découle

naturellement avec la représentation triviale sur V =R :

(Pg)'@=a, Vge G
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10.10 Formes basiques :

Définition : Une k-forme G-équivariante et horizontale 7 € Q(P;V) est dite
basique. On dénote 1’ensemble des formes basiques a valeurs en V sur P par

k .
Q| L(P3V).

Remarque : Les formes basiques réelles vues plus haut sont un cas particulier
des formes basiques.

Notation : Soient E := P X, V et QK(B; E) := ™ ((A*T*B) ® E).
Proposition : Il y a une bijection Q/’j’hor(P; V) & QKB E).

Preuve : Soit ¢ € Q¥(B;E). Supposons que { = o ® np ol o € '°(E) et
ot 7 € QX(B). A o correspond un unique o* € C;°(P;V) et a n correspond
une unique forme basique réelle n* € Qﬁor(P). Ainsi, a { correspond un unique
4 b=ofe nﬁ. Ensuite, si { = }; 07 ® 17;, on considere la méme correspondance.
Inversement, soit £ € Q/’;’hor(P; V). Supposons que { = o ®nou o € C(P;V)
etn € Qﬁor(P) est basique réelle. A o correspond un unique oy € "(E)etan
correspond un unique 7y € QK(B). Donc, a ¢ correspond un unique ¢, y = oy @ 1y
Ensuite, si { = }; 07 ® n;, on considere la méme correspondance. O

Remarque : Tout comme pour les formes basiques réelles, je dénoterai la bijection
entre QX(B; E) et Q% (P; V) par les applications
0,hor

() QNBE) » QF

p,hor(P; V)

() Qo (P V) — Q“(BS E)

qui sont I’inverse ’'une de I’autre.

Remarque : J’écrirai le plus souvent nﬁ lorsque 77ﬁ est basique (question d’avoir
le diese le plus souvent en haut qu’en bas).
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10.11 Dérivée de Lie des formes basiques :

Soit * € Q/’j’hor(P; V) une forme basique. Soit & € g.
Proposition : Lg*nﬁ = —p.(&) ot

Preuve : C’est la version infinitésimale de (CDg)*nﬁ = —p(g) ont.
Proposition : Lgdnﬁ = —p.(&) ot

Preuve : En utilisant la formule magique de Cartan £ = d¢ + «d et I’horizontalité
des formes basiques on trouve directement :

# #

—p.(&) ont = Len = dien® + 1dnf = 1edy

Remarque : Donc dn¥ n’est pas forcément basique.
Proposition : .£§d77ﬁ = —p.(&)dn
Preuve : On calcule directement :

Ledy® = ed®n? + digdy® = d(1edn®) = dLen® = —dp. (&) = —p.(£)dy?

Remarque : dn* vérifie Lg*dnﬁ = —p.(&)n* sans étre basique. Donc toute forme
p-équivariante n’est pas forcément basique. Ce qui est simplement : toute forme
p-€équivariante n’est pas forcément horizontale.
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10.12 Représentation locale des formes basiques sur la base :

Remarque : Tout comme on peut représenter localement les sections o € I'(E)
par des applications o, := SZO'ti € C®(U,;V), on peut représenter localement
. € QX(B;E) par

Lo =500 € QK (U, V)

Remarque : Tout comme o = p(‘P;é) o 0, on a I’égalité suivante :
Proposition : Soit 7 € QX(B; E). Alors :
ng = p(¥yp) © Na

Preuve : Soit n € QX(B;E). 1l lui correspond nt e Qf)’hor(P; V). Soient deux

sections trivialisantes locales s, : U, — 7' (U,) et sg:Ug — ﬂ_l(Uﬁ) telles que
Uup := UyNUg # 0.S0it W5 : Uyp — G lafonction de transition correspondante.
Elle vérifie sg = s, - ¥op point par point. Posons 7, := sfynﬁ et ng = s;nﬁ. En
étendant éventuellement linéairement, on peut, sans pertes de généralités, supposer
que nﬁ se décompose comme nﬁ = o¥ @ af. Ainsi on trouve :

ng = sy’

= sz}(aﬁ@)aﬁ)

= (SZO'ﬁ)QZ)(s;aﬁ)

= (p(¥}) o shoh) ® (s50)
= p(¥p) o ((shoh) ® (shah)
= p(¥,p) o san’

= p(¥yp) 0 7a
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11 Formes de connexion A et de courbure F4 :

11.1 Forme de connexion A :

Définition : Une forme de connexion sur P est une 1-forme verticale Ad-
équivariante sur P a valeurs en g :

A€ Ql (P;g)

telle que
A7) =¢, Véeg

Remarque : Ici, Ad est la représentation adjointe p = Ad : G — Aut(g). La
G-équivariance de A :

(®g)"A =Ad, 1A, VgeG
s’exprime aussi en termes de G-invariance :
((Dg)" 0o Adg) A=A, VgeG
Donnée une base {£1, ..., £gim(G) } de g, A se décompose comme :

dim(G)

A= Z Ai®E& € ( Ver(P)®g)G
i=1

La G-équivariance de A s’exprime alors comme :

dim(G) dim(G)

(@) A) @& = Z A ®(Ad l(gl)), Ve eG

i=1
alors que la G-invariance de A s’exprime comme :

dim(G) dim(G)

D (@A) ® (Adg(£)) = D Ai®&, VgeG
i=1

i=1
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11.2 Relation entre H et A :

Proposition : Les connexions d’Ehresmann H sont en bijection avec les formes
de connexion A sur P.

Preuve : Soit P un G-fibré principal. Soit H une connexion d’Ehresmann sur P. La
distribution verticale V et la distribution horizontale H induisent des projections
verticales v : T,P — V, et horizontales 4 : T,P — H,. Soit a € P et soit
X, € T,P. A la composante verticale vX, correspond un unique ¢ € g tel que
vX, = (¢%)4. On définit alors A € Q' (P; g) par :

Au(Xy) = ¢

L'unicité de A est évidente. La verticalité de A aussi. La G-équivariance de A
découle de (Dy).(£7) = (Ady-16)".

Inversement, si une forme de connexion A est donnée sur P, on pose H := ker A.
On doit alors montrer que H, NV, = {0} et H,+V, = T, P etque H est G-invariante.
Soit X, € H, N V,. Comme X, € H, = ker(A,), alors A,(X,) = 0. D’autre part,
X, = &|, car X, est vertical. Alors 0 = A, (X,) = A (€7],) = €. Donc ¢ = 0. Donc
X, = 0. Ensuite on montre que H, + V4 = T,P. En a, I’application A, : T,P — g
est surjective. Donc T,P = g + ker(A,) = ¢+ H, = V, + H,. Enfin, on montre
que H est G-invariante. Soit X, € H, quelconque et g € G. On veut montrer que
(Dg)«(Xy) € Hy-g.Ona:
Ag-g((Dg)+(Xa)) ((Dg)"A)a(Xa)
= (Ad' 0 A)a(X,)
= Ad,' o (Au(X,))
= Ad;'0(0)
=0
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11.3 Propriétés de A :

On a supposé que G agit par la droite sur P. Donc ® : G — Diff(P) est un anti-
homomorphisme de groupe. Donc ®.|, : ¢ — X(P) est un anti-homomorpisme
d’algebres. Donc :

[£1,6]" = —[£].65], Vé,é& €9
Proposition : A([£7,£5]) = —[A(&]), A(&)].

Preuve : A([£],85]) = —A([&1,8]7) = —[£1, 6] = —[A(&]), A(£)]- O
Remarque : La 2-forme dA € Q*(P;g) se décompose en :
dA = (dA)nor + (dA)mix + (dA)ver
Que valent ces composantes ?
Proposition : (dA).. = —[A, A].
Preuve : Soient X,Y € X(P). Puisque (dA)ye; est linéaire, on peut supposer sans

perte de généralités que vX = &} et x¥ = £7. En utilisant la derniere proposition
on trouve alors :

(dA)ver(X,Y)

(dA)(vX,vY)
= (@A)
= EAE) - HAE) - A6
= £ - 50+ [AED. AE)]
= [AAEL8)
= [A A](X,Y)

ou la derniere égalité découle du fait que le crochet de deux 1-formes verticales
est une 2-forme verticale. |

Proposition : (dA)pyix = 0.

Preuve : Soient X horizontaux et Y verticaux. Il suffitde démontrer que (dA)(X,Y) =
0. Sans pertes de généralités, par linéarité de (dA)mix, on peut supposer ¥ = &£*.
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On trouve alors :
(dA)(X,Y) = XA(&") -YA(X) - A([X,Y]) =0

En effet, XA(¢%) = X(&) = 0 car £ est constant. YA(X) = 0 car X est horizontal.
A([X,Y]) = 0 car [hor, fond] = hor € ker A car la distribution d’Ehresmann est
G-invariante (et donc le crochet de champs vectoriels horizontaux et de champs
vectoriels fondamentaux est un champ vectoriel horizontal). m|
Proposition : (dA)p,, = dA + [A, A].

Preuve : (dA)por = dA — (dA)mix — (dA)ver = dA + [A, A]. O

Remarque : Cette derniére égalité est nommée équation structurelle d’Elie Car-
tan.
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11.4 Forme de courbure :

Définition : La forme de courbure Fi de la forme de connexion « est définie par
Fﬁ = (dA)hor € Qﬁor(P; g)

Remarque : Ceci revient a dire
Fi(-.) = (dA)(h-.h-)

Remarque : Par 1’équation structurelle d’Elie Cartan obtenue dans la derniére
section, on obtient 1’équation fort utile suivante :

1
Ff =dA+ (A, A] =dA+3[AAA]
ou [AANA](-,-)=2[A-,A-] tel que vu plus haut.
Proposition : Fﬁ est une forme basique qui vit en Qi dhor (P53 8)-

Preuve : D’abord, Ff‘ est horizontale. Ensuite, de Fg =dA+[A,A]ona

* o
(D) F

(@)" (dA) + (D,)"[A, A]

= d(®y) A+ [(D)"A, (By)"A]
= dAdg—lA + [Adg—lA, Adg—lA]
= Ad,1dA + Ad,1[A, A]

= Adg1(dA +[A, A])

_ #
= Ad,- F)
C’est-a-dire, Fﬁ est Ad-équivariante. D’ou Fﬁ € Qi d’hor(P; g). ]

Remarque : Fﬁ descend donc a une 2-forme différentielle globale Fy € Q(B; AdP).

Définition : Une forme de connexion A est dite plate si elle est de courbure nulle,
i.e. si F/ﬁ =0, ou encore si Fs =0.

Remarque : Plus bas on verra que Fﬁ = dA.
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11.5 Connexion et courbure sur la base :

Soit s, : Uy — 7~ 1(U,) une section trivialisante locale. Soient
Ae = 5,A € Q' (U3 0)
et
(Fa)a = 53Fa € Q*(Uys 0)
Proposition : (F4), = dA, + [As, Ag].

Preuve : En utilisant I’équation structurelle d’Elie Cartan, on calcule directement :

(FA)e = SZF;‘
= s,(dA+[A, A])
= s,dA+5,([A,A))
= ds,A+[s A, s, A]
= dA, + [Ag, Ae]

Proposition : (F,), peut s’écrire de toutes les manieres suivantes :

1
(FA)a = dAa + E[Aaf A Aa/]
= dAa + [Aaa Aa]
= dAy +Aa(A, 0)A,

1
= daAs - E[Acx A Aa]

= dAAcx - [Aoza Aa']
= dgA, —Au(A,0)A,

Preuve : Découle de la derniere proposition et de :

[Ao A Ag] = [Ag, Ag] = Aa(A,0)A,

| =

etde:
daA, =dA, + (AdLAy) (A, 0)A, =dA, + [Ag A Al
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O

Remarque : Cette derniere proposition est contre-intuitive au sens ou Fﬁ =d*A
ne descend pas a (Fa)q = daAg!!!
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11.6 Une égalité fort utile :

Notation : Soit 6 la 1-forme de Maurer-Cartan sur G. J utiliserai la notation
Oap = (Waop) 0 lorsque Wy 5 : Uyp — G est un changement de trivialisation locale
(ol Uoz,B =U,N Uﬁ).

Proposition : df,p = —[04p, 0op]
Preuve : Il suffit de mettre W, 3 au lieu de f dans I’égalité df*6 = —[ f*0, f*0]. O

Remarque : Cette derniere proposition df,g + [0, 0op] = 0 est simplement le
rappel par ¥, de 1’équation structurelle de Maurer-Cartan d6 + [6, 6] = 0.

Proposition : Ag = Adq,_[lg A +04p.

Preuve : Soit X € TB quelconque. En utilisant la régle de Leibniz et 1’égalité
Ao (®,)|g = 0], on calcule directement :

(534)(X)

= Ay (sp)(X)

= ASp(Sa‘lPaﬁ)*(X)

= Ay (5)e(X)  Pap + Sa - (Pap) (X))

= Ay ()« (50)+(X) + (Do) |w, 5 (Fop)« (X))]s,)
= Ay (Pw,p)s(50)(X) + Agy (D) w5 (Wap) (X)),
= (Pwyp) Ay gt (50)+(X) + 01w, (Pap). (X)

= (Py,,) Ay, (50):(X) + ((Wap) ) (X)

= Ad\y;éAsa(sa)*(X) +608(X)

= Adyo1 ((5)" A)(X) + 0up(X)

= Ale;éAa(X)+9aﬁ(X)

Ag(X)

D’ou I’égalité recherchée Ag = Adq,_ll} Ag +04p. |

Proposition : (F4)p = Adq,_[ana.
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Preuve : Ceci découle du fait que Fﬁ € QQAd hor (P 8) et que (Fa)q = (sa)*Fﬁ se

transforme en conséquence. |

Remarque : Si G est un groupe matriciel on obtient les deux dernieres propositions
se reformulent :
Ap =W A Wap — d(Wy5) Wap = W pA0Wap + W, 5d¥ep

Q,

(Fa)p = lp;é(FA)alPa'ﬁ

Ici j’ai utilisé I’égalité suivante d’une des sections plus haut :
d(¥p) =~ 5(dWap) ¥,
Remarque : En utilisant I’égalité :
* —1\=*

on trouve aussi :
Ag = Ad‘P;}g (Ay — (\P;[lg)*H)
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11.7 La courbure et les changements de triv. loc. :

Puisque F be Qi dho

transforme comme

.(P; @) est basique, on sait déja que la forme de courbure se

(Fa)g = Adly;’[lg(FA)a

lors d’un changement de trivialisation locale. Voici une autre preuve directe de
cette derniere égalité. En utilisant les égalités suivantes :

Aﬁ = Ad\P;};Aa, + Qaﬁ

1
(FA),B = dA’g + E[A'B A A'g]

1
d@aﬁ + E[Qalg A Qa,ﬁ] =0
&(A, o)+ B(A,0)a = [a A f]
d(Ady; Aq) = Ady1dAq = [0ap A Ayt Aol

on calcule directement :

1
(FA)[; dAﬁ + E [Aﬁ A Alg]

1
= d(Adq,(_lﬁl),A(, +0up) + > [(Ad\{,;;),Aa +6a8) A (Adq,;;gAw +04p)]

1

1 1 1
+§ [Ad‘P;;),Aa’ A Haﬁ] + 5 [gwﬁ A Ad‘{—‘;[lgA(l] + 5 [ga,ﬁ A Qaﬁ]

1
= Ady-1dAy — [0 A Ady1 Ag] + 5 Ady-1 [Ag A Ao

1 1
45160 A Adyy Aq] + 3 [60p A Ady. Ao
= Ad\}’*}g (FA)a
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11.8 Connexions et trivialisations locales (1) :

Proposition : Soit 8 la forme de Maurer-Cartan sur G. Alors
Al = Ady-1 o Ag + ¢p0 (égalité (x))
Avant de démontrer cela, on a besoin de 1’identité suivante :

Proposition : ¢;9 = —Ad,-i Ad"ila,, (‘i’aﬁ)*H + ¢50

Preuve : D’abord, ¢;0 = (\“13;[{,%)*9. Ensuite, souvenons-nous de 1’égalité de la
section sur les rappels de la 1-forme de Maurer-Cartan (fg)*0 = Ad,-1 f*6 + g*6.

Prenons f = ‘T’;é et g = ¢,. On trouve alors :
(W pba) 0 = Ad,-1 (P, 1)"0 + 67,0
En utilisant maintenant 1’égalité (f~1)*@ = —Ady f*6 pour f = ‘?aﬁ on trouve
I’égalité recherchée :
(P pa)"0 = —Ad Ad@aﬁ(fi'(,ﬁ)*e + L0
Se qui se reformule en 1’égalité souhaitée
(}5’29 = —Ad¢31 Ad\?aﬁ (Pop) 0+ ¢,0

O

Preuve : (de I’égalité (x)) : Il faut montrer quatre choses : (1) que le membre
de droite se comporte comme une connexion au sens de la Ad-équivariance des
connexions et que (2) A(£*) = £. Ensuite il faut montrer que (3) I’égalité est
indépendante du choix de trivialisation locale. Enfin, il faut montrer (4) que le
noyau de A est bien égal au noyau du membre de droite de (). (En fait il suffit de
montrer que le point (4) mais je fais aussi les autres points pour €tre certain).

Montrons le point (1). Soit g € G quelconque. Vérifions que (@) Al -1y, =
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Ad,-1 0 Al -1y~ On calcule directement :

(@e)"Alr-114)

(@) (Ady.1 0 T* Aq + $50)

= Ad(g, )y (D) T Ay + (Dy) " 030
= Adgoiy1 (0 @) Ag + (da 0 Dg)"0
= Adg1Ady 1" Ay + (408)"0

= Adg1Ady 1" Ay + Ady 1950 + 876
= Adg1Ad, 7" Ay + Ady-186

= Ady-1(Ady i7" Ag + 60)

= Adg-1A|-11,)

ou j’ai utilisé g*¢ = 6,g. = 0 car g est constante. Le point (1) est donc vrai.
Montrons maintenant le point (2). Soit & € g quelconque. On veut montrer que
A(E)| 1) = €- On calcule directement :

AE N,y = Adgi o (T A E) +(850)(E)
= Adqj;l © Aa’lﬂ'ﬂ'*(f*) + 9¢a(¢a)*(§*)
0¢a(¢a)*(q)*|e(€:))

ou j’ai utilisé le fait que n.£* = 0. (TERMINER LE POINT (2)!!! JE DOIS
MONTRER QUE C’EST NUL). Montrons ensuite le point (3), c’est-a-dire que
I’égalité (*) est 1égitime au sens ou si U, = Ug on a bien

A1,y = Al wy)
En utilisant les égalités suivantes :

Aﬁ = AdT-};Aw + Qa,ﬁ

Q(yﬁ = (lPa,B)*H

¢p =" }dq
5" = ¢, Pap
\Paﬁ o= {i}aﬁ

630 = ~Ad,1Ady (Fop)'0 + 6,0
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on calcule directement :

Al Ady o n"Ap + 90

= Ad¢a“¥'aﬁ ) n*(Adq,;[lan +64p) + qb}}@

= AdyiAdg o (Ady1 Ag) + AdgoiAdg, 0 7B + ¢ 50

= AdgiAdg, o (Ady-1, " A) + AdyiAdg o 1" (Yap) 0 + §0

= AdyiAdg, 0 (Adg i Aq) + Ady1Adg o (Wap 0 1)"0 + 36

= Adg o m"Aq + AdyaAdg o (Pap) 0 + 50

= Adyion A+ Ady i Adg o (Wop)'0 - AdyiAdg (Pap) 0+ 630
= Ady1 07 Ay + ¢,0

= Alrvw,)

Ce qui démontre que le point (3) est vérifier. Montrons maintenant le point (4),
c’est-a-dire que A et A;-1(y,) de (*) ont le méme noyau. (FAIRE LE POINT
4y ]

Remarque : Cette derniere preuve est horrible. Voir un peu plus bas j’ai une super
preuve bien plus élégante.
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11.9 Connexions et trivialisations locales (2) :

On vient de voir que pour A une forme de connexion sur P et 6 la 1-forme de
Maurer-Cartan sur G on a :

Al = Ady-1 o Ag + ¢ 0
En utilisant le pull-back par :
‘P;l U X G > 1 (Uy): (x,8) — so(x)-g
ca nous donne une 1-forme sur U, X G.

Proposition : Ona:
A|UU><G = Adg—l 0A,+6

Preuve : Ona:
Alﬂ"l(Ury) = Ad(ﬁ;l o 7T*Aa, + (]5:;0

et:
YU, xG - a7 (Us); (x,8) - salx) g

Souvenons-nous des deux identités suivantes :
-1
noW¥, (x,8) =x

$o oW, (x,8) =g

On calcule alors directement :

(P, (Al

= (. (Ady1 oAy + ¢,0)

= Adyt)gr 0 (P77 Ag + (2,1 650

= Adgy, iy 0 (10 ¥ Ag + (60 0 ¥,1)'0
= Ad(y, op-1)-1 0 (x)"Aq + (8)"6

= Adg_1 0A,+0

Alu,xc
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Remarque : Cette preuve est basée sur la proposition de la derniere section, ou
la preuve était horrible. Il y a une meilleure maniere de faire. On commence par
montrer 1’égalité :

A|U(,><G = Adg—l 0A,+6

puis ca induit 1’autre égalité :
Aln’l(Uw) = Ad¢(—yl o H*Aa + ¢20

Voir la prochaine section.
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11.10 Connexions et trivialisations locales (3) :

Proposition : Soit ¥, : 771 (U,) — U, x G une trivialisation locale. Alors :

()" A)|(rg) = Ady' 0 Ayl + 6],

Preuve : D’abord, pour g € Geté = %‘ ogt €g,80=e,0na:
1=

(Rile(£))lg
d

d

d

R, (4
ke dt
dt .-y

dr,—

dr,_,

= (Lg)* ( %

o)

Rgt(g)
88t

L, (&)

gt)
=0

= (Lg)*(f)

En particulier, tout vecteur v € T,G peut s’€crire comme :

v = (Rule(€))]g = (Lg)«(8) =

d
dr t:Og 8t

ol ¢ = #(v). Maintenant, on remarque que 1’application inverse ¥,! : U, X G —

a1 (U,) est explicitement donnée par :

Pl (x, 8) = (5a (X)) - & = Sag(x)

Ol Sg g =S¢ & =Pg05,.0naT(yg)(UyXG) =T, XT,G.Pourv € T,U,,0na:

d
dr
d
dr

(Pl ) (V)

‘I’;l (x+1v,9)
=0

Sa,g(X +1v)
=0

= (Sw,g)*lx(v)
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Pour v € T,G, on pose & = 6(v) = % Ogleg,gozeetona:
1=

¥ l(x,g-2)
=0

(Pl ()

(s4(x)) - (8- 8&1)

d
dr
d
ey

d

= 5 - (sa,g(x)) - 8t

E 500 0)
= (01g(") 54000

L évaluation de (¥,')*A surv € T U, est :

(T Dl () = Ay (Pl g v)

= Ay, (0 ((Sag):lx(v))
= (55,44 (v)

= ((sa-8)" ()

= (@ 050)"A)]x(v)

= (55@5A) ()

= (si(Ad;" 0 A))[x(v)
= (Ad;" o (s5A)](v)
= Ady' o Agli(v)

L évaluation de (¥, !)*A surv € T,G est:

() D) = Agrirg (F el ow)
As(,,g(x) ((0lg (v)* |s(,,g (x))
Olg(v)

D’ou :
((\P;I)*A)l(x,g) = Adgl © Acxlx + 6)|g

Proposition : Soit ¥, : 7 1(U,) — U, x G une trivialisation locale. Alors :

Alzw,) = Ady1 o *Ag + ¢5,0
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Preuve : En utilisant ¥, = (7, ¢, ), on trouve directement :

Wi ()" Al (xg)

= Wi(Ad;' 0 Agly +6)
= Ad,' o WAl + 0],
= Ad,' o Ayl + 930,

A|sa,g(x)
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12 Dérivées covariantes extérieures

12.1 Dérivée extérieur sur les k-formes a valeurs vectorielles :

La dérivée extérieure d : Q% (P) — Q*1(P) en induit une
d: QX(P,v) - QP V)

donnée par :

1

d (Z Yi ® Vi) = Z(d%‘) ®v;
Elle est vérifie les méme propriétés que d, incluant d*> = 0 et
diy Anp) =dy An+(-DPy Adn
ouy e QP (P;V)
Définition : Le complexe de de Rham a valeurs en 'V est le complexe donné par

d: QkP;v) - @l (p;v)

Remarque : [’égalité d (Z Vi ® vi) = Z(d%) ® v; n’est vraie que pour des v;
constants. l l

Remarque : J’écrirai plutdt le plus souvent n = o ® @ € QX(P;V) pour o €
C®(P;V) et € QK(P). On a alors la régle de Leibniz :

dp=d(c®a)=(do) Aa+oc ®da
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12.2  Dériv. cov. ext. d* sur Q¢ (P;V):
'p,hor

Définition : La dérivée covariante extérieure d* est par définition :
d*: @k (P;V) - Qi (P; V)
ne dA?? = (dhor

Remarque : ’image de la restriction de d* a Qllj ’hor(P; V) repose en Qﬁjllor(P; V).

C’est-a-dire, la dérivée covariante extérieure d envoie des formes basiques a des
formes basiques. On a donc une application

d4: QF

§ or(P3V) = QUL (P V)

'0,hor
n— dA'? = (dn)hor

Remarque : Alors que d*> = 0, il n’est généralement pas vrai que (d*)? = 0.
En fait, nous verrons plus bas que (d*)? mesure la courbure Ff‘ de A. Ainsi, la
courbure est une obstruction a ce que

d4 . QF

K hor(P3V) = Q8L (P V)

'0,hor

définisse un complexe.

Remarque : On avait définit Ff‘ := (dA)nor- Ainsi, on peut réécrire la définition

de la forme de courbure Ff\ sur P comme :
Ffi=d%A
M

Les deux définitions Fﬁ = (dA)por et Ff‘ := d*A sont évidemment équivalentes
puisque d* () := (d - nor-
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12.3  Egalité utile d* = d + (p,A)o sur I'Y(P;V)

Proposition : Soit 0% € X (PV) = Qg dhor(P3 V). Alors :

dAot =dot + (p+A) o ot

Preuve : Soit X € X(P) quelconque. Il se décompose en composantes horizontales
et verticales comme X = hX + vX. Sans pertes de généralités, on peut supposer
que vX est fondamental, i.e. que X = hX + £*. Plus haut on a démontré que
Lf*dO’ﬂ = —p.(&) o of. On calcule alors directement :

LdiO'ji

Mais X était quelconque. Dol I’égalité recherchée d4o* = dot + (p,A)oF.

tx(do),
thdati

LX_§*dO'ﬂ

LXdO'ﬁ - Lg*dO‘ﬁ

txdo + p.(€) o o

txdo + p.(A(E)) o o*
ixdo? + 0:(A(hX +£7)) o ot
ixdo? + p«(A(X)) o ot
ixdo? + (p.A)(X) o of
ixdo? + tx(psA) o ot

tx(dot + (p.A) o o)
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12.4 Egalité utile d* = d + (p.A)(A, o) sur Qf)’hor(P; V) :

Proposition : Sur les formes basiques on a I’égalité :
d* = d+ (p.A) (A, )

Preuve : Soient A une forme de connexion sur P et nﬁ € Qf) nor (P35 V). Soit

X € X(P).Sans pertes de généralités, on peut supposer que la composante verticale
de X est fondamentale, i.e. que X = hX + £* pour un certain & € g. Aussi, sans
pertes de généralités, on peut supposer que 17ﬁ = ot ®@af ot ot est p-équivariante
et ot @ est une forme basique réelle. Comme at est basique, dot est aussi basique.
Il suit que :

d*n7* = (dn")hor
= (d(o* ® a"))hor
= ((do*) A ¥ + ¥ A (da")hor
= (doPYhor A (@ hor + (Fhor ® (daP)por
= (dAO'ﬁ) Ao+ ot @ dof
= (do"j + (p+A) o o-ﬁ) Aot + ot ® dof
= (dO'ﬁ) N ((psA) o O'ﬁ) Ao¥ + of @ dof
= d(c? ®af) + (p.A) (A, 0) (ot ® ab)
= dp* + (p.A) (A, o)

O

Remarque : Il serait tentant d’utiliser la formule d* = d + p,A(A, o) sur A pour
retrouver 1’équation structurelle d’Elie Cartan Ff‘ =dA+ % [A A A]. Mais la forme
de connexion A n’est pas basique et d* = d + p,A(A, o) ne s’y applique donc pas.
En effet, il manque un facteur 1/2 quand on utilise ca. En effet, avec p = Ad, on a
un facteur 2 de trop :

(Ad.A) (A, 0)A = [A A A] = 2[A, A]
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12.5 Dériv. cov. d4 sur QX(B; P x, V) :

1:
Soit E := P X, V. En utilisant la bijection QX(B;E) JAa Qf) hor (P V) on définit

ds : QX(BE) - Q(B; E)
n > dan = (d*nh);

Remarque : 1l est aussi usuel d’utiliser la notation V au lieu de d,4. J utiliserai la
notation d4 pour souligner la dépendance de la dérivée covariante en la connexion
A.

Remarque : Souvenons-nous que oo € I'(E) peut s’écrire comme o (7(a)) =
[a, 0% (a)] pour tout a € P. On a alors 1’égalité :

(Vxo)(n(a)) = (1xdao) (x(a)) = [a, (do)a (XF),]

oi1 X¥ est le relevé horizontal de X € X(B). C’est ce genre de formulation que j’ai
utilisé dans mon mémoire de maitrise.

Remarque : Légalité d* = d + (p.A)(A, o) ne descend, hélas, pas sur B car
A ne descend pas sur B (n’étant pas basique). Néanmoins, donnée une section
trivialisante locale s, : U, — n~!, la dérivée covariante extérieure d4 peut
localement s’exprimer comme :

Proposition : (dsn), = di, + (0.A4) (A, 0)1,.

Preuve : On calcule directement :

(dam)e = s,(dan)f
= s;((d*nh)y)F
= s (d*nh
= s (dn* + (p.A) (A, o))
= dsinf + (0 (s5A)) (A, 0) (simh)
= dne + (p<Ag) (A, 0)n,
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Remarque : Cette derniere égalité est parfois dénotée d4n, sans parenthese. Il
ne faut pas s’y méprendre : d4 agit a priori sur Q%(B; E) et non sur Q% (U,; V).
Lorsqu’on dit que d4 agit sur QX (Uy; V), ¢’est toujours via I’égalité de la derniere
proposition.

208



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

12.6 Variation de la connexion dans d 4 :

Plus bas on verra que I’espace ‘A des connexions A sur P est un espace affine
modélisé sur Q' (B; AdP). Ainsi, pour tout T € Q! (B; AdP), A + ¥ € A. On peut

. L . # Lo«
alors se demander quel est le lien entre la dérivée covariante d**™ et la dérivée
covariante d*.

Proposition : dA”ﬁ( ) = dA( S) + (p*Tﬁ)(/\, o)(-).

Preuve : Soitn € QF(B; E) pour un fibré associé E = PxgVoup : G — Aut(V)
est une représentation de G sur V. Soient A € A et 7 € Q! (B; AdP). Alors :

' + (pu(A + h) (A, o)

dnf + (0. A) (A, o) + (puth) (A, 0
d*nf + (p. ) (A, o)

dA+TW7ﬁ

Corollaire : d,, . =ds+ (p:7)(A,0).

Remarque : En particulier, pour p = Ad : G — Aut(g) la représentation adjointe
et pour n € QFk (B;AdP),ona:

djy,pm =dan+ [T A7)
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12.7 Egalité (d4)? = Fi et la courbure :

Proposition : (d*)2n* = (p*Ff‘)(/\, o)t
Preuve : On calcule directement :

@t = da*yh
= d*(dn* + (p.A) (A, o)t
= (d+ (p:A) (A, 0))(dn* + (p.A) (A, o))
= &n* + (0.A) (A, 0)dn* +d((p.A) (A, )n®) + (p.A) (A, 0) ((p.A) (A, o))
= (p+A) (A, 0)dn" +d((p=A) (A, 0)") + (p2A) (A, 0) ((p.A) (A, o))

d((pxA) (A, 0)1%) = (p.dA) (A, o) — (p.A) (A, 0)dnf?
ou le —1 découle du fait que A est une 1-forme. On a aussi
(p<A) (A, 0) ((pA) (A, o)1) = p(A(A, ©)A) (A, o) = pu([A, A]) (A, o)nF

qui implique que

@2 = (p.A) (A, 0)dnF +d((p:A) (A, 0)n") + (02A) (A, 0) ((p.A) (A, o)1)
= (p+A) (A, 0)dn' + (p.dA) (A, o) = (p.A) (A, 0)dn® + p.([A, A])(A, o)
= (pdA)(A, o) + p.([A, AD(A, o)
= p.(dA +[A, A])(A, o)f

= (pF) (A, o)

Corollaire : din = (p«Fa)(A,0)n.
Remarque : Si p = Ad, alors df\n =[Fa A 7).
Remarque : On voit alors explicitement que la courbure est une restriction a

ce que d*, ou encore d4, définisse un complexe de cochaines (les complexes de
cochaines ont une différentielle d qui fait augmenter I’indice et qui vérifie d*> = 0).
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Remarque : Si p agit trivialement sur V, i.e. si p = idy,onad’une part E = BXV
et d’autre part p, = 0. Ainsi, d* = d et donc d4 = d et donc di = p.F4 =0.0On
voit alors une relation intéressante : le fibré E = B X V trivial a courbure nulle
et on a un complexe de cochaine. Il semble alors naturel de définir la courbure
d’une suite comme étant le carré de la différentielle. On aurait qu’un complexe de
(co-)chaine lorsque la courbure serait nulle (a réfléchir).
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12.8 Identité de Jacobiet [AA[AANA]]=0:

Proposition: [A A [A A A]] =0.
Preuve : La forme de connexion A peut toujours se décomposer comme :

A=) Goa

pour certains &; € g et @; des 1-formes réelles verticales. En utilisant cette décom-
position ainsi que 1’identité de Jacobi, on calcule directement :

[AN[ANA]] = Z{[(&mﬂ (€@ ap A Eoan]]
= 2[&, [£)>&x]] ® (@i Aaj A ag)
= ic([fk, (£, &1 + [£) [€i &l D) ® (@i A ey A ak)
= 2[&, (£, &1 ® (i Ay A ar) + (&), [€i, 6]l ® (i Ay A ag)
= i{[&s (£, 6kl ® (ak A aj Aai) + & [€), 6]l ® (e A i A ag)
= 2[&, (€, ék]]l ® (ak Aaj Aaj+aj Aa; A ay)
= i{[&, [€/,é]] ® (i ANaj Aag —a; Aaj A ag)
= —JZ Z [&is [€), €x]] ® (i A aj A ay)
- —ZEJA’k/\ [A A A]]
D’ol1 3[A A [A A A]] = 0. D’oi I’égalité recherchée [A A [A A A]] = 0. O
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12.9 Vers I’identité de Bianchi :

Proposition : [dA A A] + [A AdA] =0.

Preuve : On a vu plus haut que [@ A B] = (=1)P?* 1 [B A @]. Il suit que [dA A A] =
—[A A dA]. D’ou I’égalité recherchée [dA A A] + [A A dA] = 0.

Proposition : d[A A A] = [dA A A] — [A AdA].

Preuve : En décomposant A comme
A=) &0
i

on calcule directement :

D& ¢] @d(ai na)

i[ff,gj] ® (da; A aj — a; Adaj)

ZJ_[@,- ® day) A (¢ @ )] - [(& © ) A (€ ® day)]
Zj_[d@i ® ) A (£ ®@a))] - [(£ ®a) Ad(E) ® )]
[l;A A A] - [A A dA]

d[A A A]

Corollaire : d[A A A] = -2[A AdA].
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12.10 Identité de Bianchid F4 =0 :

Proposition : La forme de courbure vérifie 1’identité de Bianchi :
dA F A= 0

Preuve : Il suffit de démontrer que d* Ff‘ = 0. En utilisant les identités de la
derniere section, on calcule directement :

dA(F') = dF% + (Ad.(A))(A,0)F"

= d(dA+%[AAA])+(Ad*(A))(/\,o)(dA+%[A/\A])
= d’A+ %d([A A A]) + (Ad.(A)) (A, 0)(dA) + %(Ad*(A))(A, o)([A A A])
= %d([A/\A])+[A/\dA]+%[A/\[A/\A]]

= %(—2[,4 ANdA]) + [A AdA]

= —[AANdA]+[A AdA]
=0
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12.11 Reégle de Leibniz sur d* et d, :

Soient n? € Q’; nor(P3 V1) et ng € Q‘Zz,hor(P; V) deux formes basiques respecti-

vement pi-équivariante et pp-équivariante. On peut les tensoriser et obtenir une
forme basique (p; ® p2)-équivariante :

Rt @)k e QU (PiVi @ V)

Comme cette derniere forme est basique, on peut la dériver de maniere covariante :

d* (i (A, ®)115) € QI (P1 V) @ V)

On obtient alors une regle de Leibniz pour les dérivées covariantes de formes
basiques :

Proposition : d* (7} (A, ®)7f) = (d*nf) (A, @)1t + (~1)Pnt (A, ®)d 7.
Preuve : En utilisant la regle de Leibniz a la représentation infinitésimale

(P1 ® P2)« = (p1)« ®idy, +idy, ® (02)

on calcule directement :

d(nf (A, @) + ((p1 ® p2).A) (A, o) (f (A, ®)f)
= (d) (A @)k + (=Dt (A, ®)dr
+H((p1)s ® idy, +idy, ® (02):)A) (A, o) (7 (A, ®)17F)
= (d) (A @)k + (-1t (A, ®)dr
+(((p1):A) (A, )Y (A, @)k + 1 (A, ®) (1) ((p2).A) (A, o)1)
= (d7f + ((p1):A) (A o)) (A, ®)1
+(=D)Pnf (A, ®)(dn + ((02):A) (A, 0))
= (7 (n @k + (- (A, ®)d

dA (7 (A, @)n)

Corollaire : da(71(A, ®)12) = (dan1) (A, )2 + (=1)Pn1(A, ®)(dan2).
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Corollaire : Pourn, € Q?(B;E), n € QI(B;E)ethe ' (E*® E*)ona:

dah

d(m A" 12) = 1 A% gy + (damy) A" o + (=1)P11 A" (dama)

ot 1 A" 112 == (i1 (A, ®)2).
Remarque : Si h est ds-adapté, i.e. sidgh = 0, on trouve
(1 A" m2) = (dami) A" o+ (=1)Pmy A" (dama)

Cette derniere égalité est tres utile pour relier théorie de jauge sur une variété a bord
et théoreme de Stokes. En particulier, en trivialisation locale s, pour & = « induit
par la forme de Killing k* = —K sur un SU(2)-fibré principal (« est d4-adapté car
«* est constant), pour u € QP (B; AdPp) et pour v € Q4(B; AdPp) on peut utiliser
les deux formules équivalentes suivantes :

d(pe A ve) = (dap)e N ve + (=1)P g A (dav)a
= dug A vy + (=1)P e A dv,

ou la derniere égalité ne contient ni [A, A o] ni [Ay A vo]. La preuve se trouve
dans mes feuilles du 2017-11-29. Elle est utile pour vérifier divers calculs en
théorie de Chern-Simons (qui est le plus souvent en trivialisation globale s ).
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12.12 Regle de Leibniz (autres formules) :

Proposition : Soient @ € QP (B; AdP) et B € Q9(B; AdP). Alors on a les deux
égalités suivantes :

da(@(A,0)B) = (daa) (A, 0)B+ (=1)Pa(A,0)(dsp)
dala A Bl = [(daa) A Bl + (=)@ A (dap)]

Preuve : Soit A € A. A a et 8 correspondent les formes basiques ot e
Ad nor (P 9) €t Bt e Q‘;d nor (P> §). Par une proposition vue plus haut on a:

d(@* (A, 0)B% = (da) (A, 0)BF + (=1)Pat(A, o) (dB?)
d[af A B4 = [do A '] + (=1)"[a* A dBF]

On a donc d’une part :

M@t (ne)ph) = (d@i(n0)ph)
((da®)(n, )8 + (<17 @t (. 0)(dBH))

(daP)hor (A, 0)BE + (=1)Pat (A, 0)(dBhor
(dAaf) (A, 0)B" + (=1)Pat (A, o) (d* B%)

D’ou la premiere égalité :
da(@(A, 0)B) = (da@) (A, 0)B + (=D a(A, 0)(dap)
D’autre part :
d e A Bl = (d[a® A Y] )hor

(
(daMﬂﬁ + (=1 [a Mdﬁ#]) .
[
[

(Ao A BE T+ (=1)P[af A (dB*)hor]
(daf) A 1+ (1) [a? A (a2 Y]

D’ou la seconde égalité :
dala A Bl = [(daa) A Bl + (=D [a A (daB)]

217



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Corollaire : Sia, 8 € Q'(B; AdP), alors :

dala, B] = [dae, B] + [, dap]
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12.13 Représentation triviale p = Idy :

Supposons ici que p agisse trivialement sur V. Par exemple, pour G abélien,
I’automorphisme intérieur ¢ agit trivialement sur G, de méme que la représentation
adjointe Ad sur g.
Fait : Si p agit trivialement sur V, P X, V = B X V. En particulier,

QY(B; P x, V) =QB;V)
Proposition : Si p agit trivialement sur V, d* = detdy = d.

Preuve : d* = d+ (p.A)(A, o). Mais p, = 0. o.

Proposition : Si p agit trivialement sur V, le fibré trivial B X V est de courbure
nulle.

Preuve: p.F4 =0. |
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12.14 Sur la base :

Proposition : Soit A € A une connexion et F4 € Q*(B; AdP) sa courbure. Soit
Sq 1 Uy — 71 (U,) une section trivialisante locale. Alors :

d(FA)a = _[Aaf A (FA)a]

Preuve : En trivialisation locale sur la base B, I’équation de Bianchi d4F4 = 0
s’écrit :

0= (dAFA)a' = d(FA)a' + (Ad*ACk)(A9 O)(FA)a/ = d(FA)oz + [Acx A (FA)Q']
D’ou I’égalité recherchée d(F4)q = —[Aqa, (Fa)a]. O
Proposition : Soit £ = P X, V un V-fibré vectoriel associ€. Soit 7 € QK(B;E).
Soient deux sections trivialisantes locales s, : U, — n‘l(Ua) et sg : Ug —

771 (Up) telles que Uyp # 0. Soit Wup : Usp — G la fonction de transition
correspondante. Alors :

(dam)p = p(¥5p) © (dana

Preuve : dsn € Q*1(B; E). L’égalité découle directement. O
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12.15 Une formule pour la courbure :

Soit A une connexion sur P. Dénotons V = dy. Soit X € TB. Alors :
Vx = 1xda

Proposition : [DK, p.36] : Soit A une connexion sur P. Soient X,Y € X(P).
Alors la courbure de A peut s’écrire comme :

Fa(X,Y) =[Vx,Vy] - Vixy)

Preuve : [DK, p.36] : Considérons une trivialisation locale s, : U, — n_l(UQ)
ainsi que des coordonnées (x') sur U,. Posons d; := d/dx". Alors, en trivialisation
locale, la courbure F4 de A s’écrit localement comme :

(Fa)o = ) Fijdx' A dx/
L]
ou Fi ;== ((Fa)a)i,j = ((Fa)e)(0;, d;). Pour montrer 1’égalité recherchée, il suffit
de montrer que :
(F(l)l',j = [Vai’ Vaj] - V[(?i,aj]

Mais [9;,0;] = 0 et (Fy)i; = (dA,)(8;,0;) + [Ae(0:), Aa(0;)]. 11 suffit donc de
montrer que :

(dA(I/) (al" a]) + [Aa(ai)’ A(l(a])] = [Vc’),-’ Vc’),]
Cette égalité découle de :

(dAa)(0:,0;) + [Aa (), Aa(0))]
= 0i(Ax(0))) = 0j(Ae(0:) — Aa([0:, 0;]) + [Aa (1), Ae(0))]
= 0i(Ax(0))) = 0j(Ae(0:)) + [Aa (D), Aa(0))]
= [0:,0;] + [01, Aa(9))] + [Aa(8:), 0;] + [Aa (), Aa(d))]
[0; + Ay (0:),0; + An(0))]
[to,(d + An), 15, (d + Ap)]
= [uw, dA,La dal
[Va,» Va,]

221



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

12.16 Champs vectoriels horizontaux :
Définition : Soit X € X(B). Soit A une connexion sur P. Le relevé horizontal de
X est I'unique champ vectoriel X* € X(P) les deux égalités suivantes :
X=X
AXH =0
Proposition : Le relevé horizontal X* vérifie les trois égalités suivantes :
(D). X" =X* Vg e G
vX* =0
hx* = x*
Preuve : La premiere égalité recherchée découle de I’unicité de X ¥ et du fait que :
T (@) X = (10 @) X* = 1. X = X
A((@g). X*) = ((@g)*A)(X¥) = Ady1 0 A(XF) = Ady-1 00 =0

La seconde égalité recherchée découle du fait que si on avait vX ¥ £ 0, alors on
aurait A(X¥) # 0, ce qui est faux. La troisieme égalité recherchée découle du fait
que vX* = 0. O

Proposition : Considérons une trivialisation locale s, : U, — ~'(U,) du G-
fibré principal P — B. Alors localement le relevé horizontal X #de X s’exprime
explicitement comme :

X 1, = B((50)X) = (s0)X = v((50):X)

Preuve : Par unicité de Xﬁ, il suffit de vérifier les deux égalités Xt = X et
AXH =0:

T (((52)+ X)) = T ((50)+X) = (7 0 50)+(X) = (idy, )« (X) = X

A(h((50)-X)) =0
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Pour o e '°(E)ona:
Vxo = 1xdso = (LXﬁdO'ﬁ)ﬁ = (Lxﬁ(fﬁ)ﬁ
Plus généralement, pour 77 € QX(B; E),on a:
Vi = ixdan = ce(@nh)y = (cadnfy = (pud ),

C’est a vérifier. TO DO!'!!
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12.17 Intégrabilité de ker(djo) :

Soit P — M un G-fibré principal. Soit A une forme de connexion sur P. Soit
o € I'°(AdP) une section du fibré adjoint AdP. Considérons dyo- € Q! (M; AdP).

Question : La distribution ker(dso) est-elle intégrable en feuilletage ? Pour
X1, Xo € X(M) tels que X1, X» € ker(dao) il suffit de vérifier si :
[ X1, X2] € ker(dao)
Proposition : Soient X, X, € X(M) tels que X, X, € ker(dsX). Alors :
(dac) ([X1, Xa]) = =[Fa, o] (X1, X2) = —(d}0) (X1, X2)

Preuve : Il suffit de faire la preuve dans une trivialisation locale s, sur un ouvert
U,. D’abord, X1, X, € ker(dso). Alors

0= (dao)e(X1) = X104 + [Ae(X1), 0]

0= (da0)a(X2) = X200 + [Ae(X2), 0]

En utilisant éventuellement 1’identité de Jacobi sur [-,[-, -]], on calcule alors
directement :

(dao)e ([X1, X2])
= [X1, X2]oe — [Aa([ X1, X2]), 0]
= X1(X20q) — X2(X10%) = [Ae([X1, X2]), 0% ]
= Xi(-[Aa(X2),0]) — Xo(—[Aa(X1), 0]) — [Ae([X1, X2]), 0% ]
= =Xi[Ae(X2), 0] + X2[An(X1), o] = [Ae([X1, X2]), 0]
= —[X14:(X2), 0] = [Ae(X2), Xi0] + [ X240 (X)), 0]
+[Aq(X1), Xo0] = [Aa ([ X1, X2]), 0]

= —[X1A,(X2) — X2A.(X1) — Ao ([ X1, X2]), 0] = [Ae(X2), X10] + [Ao(X1), Xo0]

= —[(dA) (X1, X2), 0] — [Ae(X2), —[Aa(X1), ]] + [Ae(X1), —[Aa(X2), 0]
= —[(dA) (X1, X2), 0] = [Ae(X2), [0, Ae(X1)]] — [Aa(X1), [Ae(X2), 07]]

= —[(dAn) (X1, X2), 0] + [0, [Aa(X1), Ae(X2)]]

(dAe) (X1, X2), 0] = [[Ae(X1), Ae(X2)], 0]

(dAg) (X1, X2) + [Ae(X1), Ae(X2)], 0]

(Fa)e(X1, X2), 0]

(Fa)a, 0](X1, X2)

— — — —
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D’ou I’égalité recherchée :
(dao) ([X1, X2]) = =[Fa, o] (X1, X2) = —(d50) (X1, X2)
O
Remarque : Par la derniére proposition, on a pour X, X, € ker(dso) 1’égalité :

(dao) ([ X1, X2]) = =[Fa, o](X1, X2)

Il suit que ker(d4 o) sera intégrable si X| ou X; est dans le noyau de [ F4, o]. Dans
certaines situations, cette condition sera vérifiée. Par exemple, elle sera vérifiée
lorsque [Fa,0] = 0. Elle le sera donc aussi en particulier lorsque F4 = 0, i.e.
lorsque A est une connexion plate.
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13 Groupe de jauge G et son algebre de Lie ®

13.1 Groupe de jauge G et transformation de jauge A :

Définition : Le groupe des automorphismes du fibré m : P — B est par définition
Aut(P, ) := {¥ € Diff(P)|3y € Diff(B), 7 o ¥ =y o r} < Diff(P)
Le groupe des automorphismes du G-fibré principal n : P — B est par définition
Aut(P,,®) = {¥ € Diff(P)|Vg € G, P, 0 ¥ =¥ o D, } < Aut(P, )

Le groupe des transformations de jauges du G-fibré principal m : P — B est par
définition

G ={A e Aut(P,n,®)|mro A =n} < Aut(P,n, D)
Les éléments A de G sont dits transformations de jauges.

Proposition : Il y a une bijection

QO

t,hor

(P;G) oG
PLEEN A(a) = a~/lﬁ(a), Ya € P

ol tg(h) = ghg~!, pour tous g, h € G, est I’automorphisme intérieur sur G.
Preuve : TODO!!! m|

Remarque : A¥ étant basique, il descend a A € ['°(B; AutP) ou
AutP =P X%, G
Le fibré AutP s’écrit aussi (P.

0

Remarque : Qt,hor

(P; G) possede une structure de groupe donnée par :

() (a) = (@) 2i(a), VaeP
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Remarque : A moins que G soit abélien, 1’'image de @ : G — Diff(P) ne repose
généralement pas G.

Proposition : La correspondance entre G et Q?hor(P; G) est non seulement

bijective mais est un isomorphisme de groupes, i.e. si Aj correspond a /ltlt et Ay

correspond a /lﬁ, alors A1 o A, correspond a /l?/lg.

Preuve : En utilisant la (-équivariance des /lﬁ, on calcule directement :

(A1 0 Ar)(a)

A1(As(a))
Ar(a- 2 (a))

(a-A(a))- A (a- 28 (a))
(a-A(a) - @)k (a) - 2E(a)
a- (A (@)2i(a)

a-(XE2)(a)
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13.2 Algebre de Lie ® de G :

Définition : L’algebre de Lie du groupe de jauge est par définition ® := Lie(G).
Les éléments Y € & sont dits transformations de jauges infinitésimales.

Remarque : Les transformations de jauges infinitésimales sont des champs vec-
toriels verticaux sur P. La structure d’algebre de Lie sur ® est la méme que celle
sur X(P), i.e. est le crochet de Lie de champs vectoriels.

Proposition : Soit A une connexion quelconque sur P. Alors il y a une corres-
pondance bijective

(5 < ‘Q?\d,hor(P; g)
Y > of = A(Y)

, D ( 0 . .
L application inverse est donnée pour tout v* € Q Ad.nor(F38) par:

Y|, = ®.|.(v*(a)), YaeP

Preuve : Pour montrer la bijection, il suffit de montrer que la composition des
applications mutuellement inverses donne I’identité. Dans un sens on trouve :

Ad(D.] (V% (a))) = Au(Y1]a) = vF(a)
Dans l’autre sens on trouve .
@, (A(Y],)) = Dl (V¥ (a)) = Y],
O

Remarque : Cette définition est indépendante de la connexion A choisie car Y
est vertical et toutes les formes de connexions ont la méme valeur lorsqu’évaluées
sur des champs vectoriels verticaux.

Remarque : Comme les vt e Qg d hor(P; g) sont basiques, ils descendent a des
v e I'°(B; AdP).

0

Proposition : Q dhor

(P; g) est muni d’une structure d’algebre de Lie.
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Preuve : Soientv?, vg € QOAd’hor(P; g). Montrons que [v?, vg](a) = [v?(a),vg(a)]
repose bien en Qg d’hor(P; g). D’abord, le crochet de deux O-formes est une O-forme.
Ensuite, toute O-forme est automatiquement horizontale. Ensuite, le crochet d’élé-
ments de g repose en g. Ensuite, la Ad-équivariance découle du fait que le crochet
sur g est Ad-équivariant, i.e. [Adg -, Ad, -] = Adg[ -, -]. Le crochet [ -, -] d’élé-
ments en Q° (P; g) repose donc bien en QU (P; g). Enfin, le crochet [ -, -]

Ad,hor Ad,hor
vérifie I’identité de Jacobi car [v?, vg] est défini point par point par le crochet sur
g qui vérifie forcément 1’identité de Jacobi. O

0
Ad,hor

une bijection mais un anti-isorphisme d’algebres, i.e. pour vf = A(Y)) et vg =
A(Y3) on al’égalité suivante :

Remarque : La correspondance ® < Q (P;9);Y v* est non seulement

[vf, ] = —A([Y1, Ya))

Ce que je vais montrer sous peu. De la méme maniere, la correspondance inverse
v¥ > Y donnée par:
Y, = ®.|.(v¥(a)), VaeP

est aussi un anti-isomorphisme d’algebre. Le fait que v# > Y soit un anti-
isomorphisme semble déja naturel puisque ® : G — Diff(P) est un anti-
homomorphisme de groupes.
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13.3 Anti-isomorphisme d’algebres Y — v :

On a posé la relation v# = A(Y). On sait qu’elle est indépendante de la connexion
A choisie. Montrons maintenant que c’est un anti-isomorphisme d’algebre entre
® et QOAdh (P;g).

,hor

Proposition : v* = A(Y) est un anti-isomorphisme d’algebre, i.c.

[, vf] = —A([Y1. Ya))

Preuve : On veut montrer que [v?, vg] = A([Y1,Y2]). On calcule d’abord :

[vf, vl

[A(Y1), A(Y2)]
[A, A] (Y1, Y?)
= Fa(Y1,Y2) —dA(Y1,Y3)

Mais F4 est horizontale et les Y; sont verticaux. D’ou :
[Vi,vd] = —dA(Y1,Y2)
= —Y1A(Y2) + 2A(Y)) + A([Y1, Y2])
= —Ly,vh+ Ly,vf + A(Y1, o))

En se souvenant que les applications équivariantes vérifient Ly oh=— 0 (A(X ))0'1i
pour X € X(P) vertical, on trouve :

Lyt = —Ad (AWt

= —Ad*(vﬁ)vg

= -[v}v]

En permutant 1 et 2 on trouve aussi Lyzvﬁ = —[vg, v?]. D’ou :

[Whof] = —Lyh+ Lyof + A, Ya))
[, uf] = [, of] + A([Y1, o))

[ of ]+ of, Wi+ AL Ya))

200, vf] + A([Y1, Y2l

Dot [vf, v4] = —A([Y1, Ya]). 0
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13.4 Groupes de transformations de jauge a 1-parametre :

Définition : Un groupe de transformations de jauge a 1-paramétre est un homo-
morphisme différentiable

A:(R+)—> G
= A
C’est-a-dire :
Agrr = Ago Ay = Ay o Ay

Proposition : Soit A; un groupe de transformations de jauge a 1-parametre. Alors :

Ab =k = kA

s+t

Preuve : On a vu que si A et A, correspondent respectivement a /lq et Ag, alors

Ay o A correspond a /lﬁ/lg. Pour a € P quelconque, on calcule :

a-2(a) = Aui(a)
(As o At) (a)

a- (%) (a))

Comme a était quelconque en P, on a bien I’égalité souhaitée /lﬁ = AM. Enfin,
# #

g = A5, = A, = AL 0

Remarque : Puisque toute transformation de jauge a 1-parametre A; est un

groupe de difféomorphismes a 1-parametres, il correspond a A; un champ vectoriel

Y € X(P) indépendant du temps ¢ tel que :

A; = exp(tY)
11 vérifie : d
— A=Y oA =(A)Y
dar t O I\t ( t)
11 vérifie aussi :
d d d d
Y=— = —| Ajr=—| AsoA'=—| AloA
dttzO l dss:t T dss:t o dss:t ro
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Proposition : Soit A; un groupe de transformations de jauge a 1-parametre auquel
correspond /1tﬁ et Y. Soit v¥ := A(Y). Alors :

d

#
=—| 4
dr

#
v t
t=0

Preuve : Soit a € P quelconque. Il suffit de montrer que

A(a)
=0

d
# - =
v*(a) 5

On calcule directement :

via) = Au(Y,)
—| A
il ,<a>)
d
dri,_,
d
dri,_

d
= Ago0 (q)*le (a

d

dr

a -/lf(a))

CD/I?(a)(a))

ﬂf(a)))
=0 a

A(a)
t=0

ou la derniere égalité découle de A(£*) = & pour tout € € g. O

Remarque : Cette derniere proposition s’écrit de maniere équivalente comme :

§/8\-1 d
A% (A = —
fah™ = <

d

_dyoy d
T dr

4 d
= 1 =
ds

= 1 (™4

s=t

b

t
t=0 s=t s=t

ou encore :
/itﬁ = vﬁ/l? = /IEUﬁ

oud = %/l. En particulier, on trouve

/lii = exp(tvﬁ)

232



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Enfin, une derniere maniere de voir les choses est Y = % In A; qui devient

d d d
oF = a(tvﬁ) =% ln(exp(tvﬁ)) =3 ln/lf
Remarque : Toute comme les groupes de difféomorphismes a 1-parametres sont
des cas particuliers d’isotopies, les groupes de transformations de jauges a 1-

parametre sont des cas particuliers d’isotopies de jauge. Ce que je vais développer
a I’instant.
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13.5 Isotopies de jauge :

Définition : Une isotopie de jauge est une courbe différentiable

AR—> G
t—> A

telle que Ag = idp.

Remarque : Contrairement aux groupes de transformation de jauge a 1-parametre,
les isotopies de jauge ne vérifient généralement pas

Nsir = Ao

Remarque : A une isotopie de jauge A, on peut associer un champ vectoriel
dépendant du temps Y; de deux manieres :

d d
premiere maniere : —A; =Y, 0/A;, 1e. Y, =—| Ao At_1
dr ds|,_,
" d . d -1
seconde maniere : —A; = (Ay). Yy, e Y= —| A oA
dr ds|,

Lorsque A, est un groupe de transformations de jauges a 1-parameétre, ces deux
manieres sont équivalentes. Toutefois, pour une isotopie de jauge A; quelconque,
ces deux manieres ne sont pas équivalentes. Bien que la premiere définition semble
plus naturelle, les deux définitions sont autant naturelles. Le choix d’une définition
ou d’une autre est pour simplifier les calculs subséquents. La premiere définition
simplifie les calculs dans le cas d’une action de G sur A par la gauche A;- A =
(At_l)*A alors que la seconde simplifie les calculs dans le cas d’une action de G
sur (A par la droite A - A; = A} A. Je choisirai donc la définition de Y, qui simplifie
les calculs selon si on travaille avec 1’action a droite ou a gauche de G sur A.

Remarque : Au champ vectoriel dépendant du temps Y, correspond
vh = A(Y))

qui est bien défini car indépendant du choix de connexion A.
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Proposition : Soit A; une isotopie de jauge correspondant a /lf. Soit Y; donné

par la premiere maniere Y, = di Ay o A7! ou par la seconde manigre Y, =
Sls=t

di Arlo A, Soitvf = A(Y,). Alors :

dsls=
d
premiére maniere : vf = — /12 (/1?)_1
ds|,,
d
seconde maniére : Uf = — (af)—uﬁ
ds|,,

Preuve : Soit a € P quelconque. Montrons pour la premiere maniere. 11 suffit de
démontrer que :

vi(a) = Aa) (A (a))™!
On calcule directement : .
via) = Ad(Yil)

d

= Al g (A ><a>)

- A g| e @)
d

= Ay d_ . q)/lﬁ(a)(/lﬂ( )" 1(a))

_ ( (— Aé(a)(ﬂf(a»—l))

_ = ﬁ # -1

= & L@@
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ou la derniere égalité découle de A(£*) = & pour tout & € g. On montre ensuite
pour la seconde maniere :

vtﬁ(a) = Aa(Ytla)
_ d 1
= A, 5 s:z(A A)(a))
= Ag di a-((AF(a))” u%a)))
d s=t
= Aa d_ (I)(/lu( - uﬁ(a)(a))
_ ( (—S uf(a»—uﬁ(a)))
_ di (A¥(a)) " 2 (a)
S 5=
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14 Action de jauge G sur A

14.1 Espace de connexions A :

Notation : On dénote I’espace des formes de connexions A sur P par :

A= {A € Qp(P;9)|Vé € g, A(£") = £}

1

Adhor(P3 8). En particulier,

Proposition : A est un espace affine modélisé sur €2

Preuve : Soient A, A’ € A. Soit 7# := A — A’. Montrons que 7¥ € Q}Ad nor (P 9)-

La Ad-équivariance de 7# découle de celle de A et de celle de A’. L’horizontalité
de 7¥ découle du fait que toutes les formes de connexions ont la méme valeur
lorsqu’évaluée sur un vecteur vertical. Enfin, 74 est évidemment une 1-forme 2
valeurs en g. O

Remarque : 7% € Qzlx dhor (P5 8) €tant basique, elle descend a
7 € Q' (B; AdP)

Remarque : Donnée une trivialisation locale s, : U, — 7T_1(Ua,), I’égalité
=A- A surPsetirea U, vias, 2 74 =A, —A,.

Remarque : Comme ¥ est Ad-€quivariante, il suit que 73 = Ady- 1 Ta-

Remarque : Comme I’espace Q! (B; AdP) est un espace vectoriel de dimension
infinie, I’espace A des connexions sur P est un espace affine de dimension infinie
modélisé sur Q' (B; AdP). 1l suit que A est contractile. En particulier, I’espace
tangent Ty A = Q/lxd,hor(P; g) 2 A en A est isomorphe 2 Q! (B; AdP).

Remarque : Pour les questions de topologies sur A et sur G, voir la section 5 en
[DK].
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14.2 Action de G sur ’espace des connexions d’Ehresmann :

La G-action de groupe sur P en induit naturellement une, par pull-back, sur I’es-
pace des formes de connexions A. De la méme maniere, G agit sur les connexions
d’Ehresmann par push-forward. Etablissons d’abord quelques propriétés de 1’ac-
tion de G sur les connexions d’Ehresmann.

Remarque : Avant j’utilisais la notation H* = A.H et A® = (A1)*A. Mais je
n’utiliserai plus cette notation (du moins je vais éviter de I’utiliser...). Le probleme
vient du fait que ¢a donne une G-action de groupe par la gauche sur 1’espace
A alors qu’il est préférable, a long terme, d’avoir une G-action de groupe par la
droite. D’une part, j’ai toujours travaillé avec des fibrés principaux a droite (donc
avantageux pour étudier G — A — M en tant que G-fibré) et aussi quand on
prend une action a gauche au lieu d’a droite ca fait apparaitre plein de signes
négatifs inutiles. Bref, pour I’instant, je n’utiliserai plus la notation H* ni A2,

Proposition : Si H est un connexion d’Ehresmann sur P, alors pour tout A € G,
A.H et (A1), H sont aussi des connexions d’Ehresmann sur P.

Preuve : Soit H une connexion d’Ehresmann sur P. Soit A € G. Alors pour tout
g € Gona®, oA = Ao®,, par définition de G. D’abord, A, H est G-invariante :

(D). (AH) (®g 0 A).H
(Ao ®,).H
Au(Dy).H

= AH

Ensuite, A,H est supplémentaire a la distribution verticale V puisque (®,). est
un isomorphisme qui préserve le sous-espace vertical. Il suit que A.H est une
connexion d’Ehresmann sur P. Enfin, puisque A~! est aussi une transformation de
jauge, il suit que (A~!),H est aussi une connexion d’Ehresmann sur P. O

Proposition : Les champs vectoriels fondamentaux sont laissés invariants par les
transformations de jauge, i.e. A" =& pourtouté e get A € G.

Preuve : L’action ® commute avec les éléments de G. Plus explicitement, pour
« _ d N _ d _
tout £ e geta € Ponaé¢*|, = 4@ t:Ong(t)(a) ou g(0) =eet a4 lzog(t) =¢&.
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Ainsi, pour tout A € G on trouve :

d

A* * = A*_
Ela = A

D, (a)
=0

Ao Dy (a)
t=0

dr

@l D, (1) (A(a))

E A (a)

ie. A&* = £|p. Dol la G-invariance de I’espace des champs vectoriels fonda-
mentaux X®(P) = (D.|.)(g) < X(P). O
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14.3 Action de G sur ’espace A des formes de connexions :

Remarque : Tel que mentionné plus haut, avant j utilisais la notation A" =
(A~1)*A. Je n’utiliserai plus cette notation car je réoriente le présent document
I’action a droite de G sur A par A*A.

Proposition : Soit A la 1-forme de connexion d’une connexion d’Ehresmann H.
Soit A € G. Alors (A™1)*A est la 1-forme de connexion de la connexion d’Ehres-
mann A, H. De la méme maniére A*A est la forme de connexion de (A™!).H.

Preuve : Il suffit de démontrer que A,H = ker((A~!)*A). On calcule directement :

(AH*A)(ALH) = Ay (A AH = A(H) =0

Remarque : Les relations de cette derniere proposition se résument a :
H«— A
AH — (A7H)*A
(A™Y),H «— A*A

Proposition : L action de G sur A par (A~!)* A est une action de groupe 2 gauche
alors que I’action de G sur A par A*A est une action de groupe a droite.

Preuve : Pour A1, Ay € G et A € A quelconques, on calcule directement :
(AT (A A= (AT o A7) A= (A1 o Ap) )" A
(A1) (A2)"A = (Ap o A1)°A

O

Remarque : Par la derniere proposition, il est 1égitime de poser les G-actions de
groupe sur A par la gauche et par la droite par :

A-A=(ATHA (a gauche)
A-A=ANA (a droite)
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Proposition : Soit H une connexion d’Ehresmann et soit hy : TP — H sa
projection horizontale. Alors, les projections horizontales i,y de AxH et hp-1) g
de (A™!),.H sont respectivement données par :

hag=(Acoho(A™Y),) : TP — (AH)
ha-ty,n = (A" ohoAy) : TP — ((A™).H)
Preuve : Tout comme h(H) = H, on a directement :
hau(AH) = (As o ho (A1) (AH) = AH

hian.u(AD)H) = (A™)s 0 ho AY((A™).H) = (A™).H

O

Proposition : Soit H une connexion d’Ehresmann et iy : TP — H sa projection
horizontale a laquelle correspond une application &, : QX (P) — Qﬁor( H)(P)

donnée par h*a = a(hy-,...,hy-). Alors pour toute transformation de jauge
Aeg,
(ham)* = (A RN Q5 (P) = Q) (P)
(ha-n.m)* = AR (ATH*: Q4 (P) — Qﬁor((A,l)*H)(P)
Preuve : Soit « une k-forme quelconque. On calcule directement :

(ha.n) a

a(hA*H C iy eeey hA*H . )

a(AR(A)e sy Ach(ATY), )

(A*@)(h(A™ D).+, s h(AT, )

(R (N @) (A™)e sy (AT )

= (AHY (R (Na))(-ser )

D’olt (hp, ) e = (A~1)*h*A*a. Mais « était quelconque. D’ot1 I’ égalité souhaitée
(ha.m)* = (A~Y)*h*A*. Enfin, 1’égalité pour (A~")*H découle directement en
substituant A par AL O

Remarque : Tout comme #*A = 0 on a bien :
(haa) (A)7A) = (AT R AY(AT)" A = (AT h*A =0

(ha-.m) (A"A) = A*h* (AT A*A = A*h*A =0
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14.4 Action de G sur les formes basiques :

Proposition : Soit o € Cy(P;V). Alors
Aot = p(/lﬁ)‘1 oote Cy(P;V)

Preuve : Il y a deux choses a montrer. D’abord, I’égalité. Ensuite, que ca vit bien
en C;°(P; V). Montrons d’abord I’égalité :

ot (A(a))
ot(a- 2 (a))
= p(H " odt(a)

(Ao (a)

D’ou I’égalité recherchée Aot = p(/l‘j)_1 o 0. Montrons ensuite que ¢a vit bien
en C;°(P; V). Il suffit de montrer la p-€quivariance de p(AH oot Soitg € G
quelconque. On calcule directement :

(@) (p(AH oot = p((@)*AH) ™ o (@) 0"

= p(g ' A%) " o (p(g) " o)

= p(g (M p(g)p(e) oo
= p(gH(pH ot

D’ou la p-équivariance recherchée. O

Proposition : Le groupe de jauge laisse invariantes les k-formes basiques réelles.
C’est-a-dire, pour tout at e Qﬁor(P) on a

Aot = of

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout Y € ®, Lya* = 0. Comme of est
basique, dat est aussi basique. Donc a* et dat sont toutes deux horizontales.
Puisque Y est vertical, on trouve directement :

.[:q(a/ﬁ = Lyda’ﬁ + dn(a/ﬁ =0+0=0
]
Remarque : Puisque les k-formes basiques réelles sur P sont G-invariantes, on

remarque, un fois de plus, que la propriété d’étre horizontal est indépendant de la
forme de connexion A.
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Proposition : Soient A € G ety € QF | (P;V). Alors :

A= pAH)ont e QLo (P3V)

Preuve : Montrons d’abord I’égalité. Sans pertes de généralités, on peut supposer
que 7* = of @ of on ot € C>(P;V) et o ot e Qﬁor(P). On calcule alors
directement :

A () = A (ot @ at) = (N oh) ® (Aef) = p(*) ot @ af = p(ah) 1!

Montrons ensuite que p(1%) ! ont € Qﬁ hor (P53 V). D’abord, puisque A* est hori-

zontale (car est une 0-forme) et nﬁ est aussi horizontale, on a donc ,o(/lﬁ)_1 o nﬁ qui
est aussi horizontale. Il reste 2 montrer la p-équivariance. On sait que (<I)g)”‘/lrt =
gl Afg et (<I>g)"‘77ﬁ = p(g)~'n*. Donc pour g € G quelconque on calcule directe-
ment :

(@) (p(h™ o) = p((@) AH)™ o (@) 7

= p(g”' %) o (p(e)™'nh
= (@) 'p(1) " p()p(e) '
= p(e) () o)
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14.5 Action de G sur la dérivée covariante d* et d, :

Proposition : Soient A € G et € Q/’; nop (P2 V). Alors :

. —lyx -
M Apf = dA ARk = (%) 0 dA (p(1F) ! o )

d Ayt = dN Ayt = p(aH)7! o dA(p(a%) o 1)

Preuve : 11 suffit de faire la preuve pour (A~")*A. A la forme de connexion (A~1)*A
correspond la distribution horizontale A.H a laquelle correspond la projection
horizontale /.y = (A~')*h*A*. Souvenons-nous aussi que At = p(AH)~1 o gt
Ainsi :

dADARE = () (dn)
(A" h*A") (dnf)
= (AT (A
(AT d ()~ o)
p(AF) 0 d*(p(aH) ! o)

Remarque : On a aussi les égalités intermédiaires
—lyx —1y\* *
dA gt = (AT d (AT
dA*A f_ A*dA((A—l)*nﬂ)
Corollaire : Ona:
da-an = p(2) o da(p() " on)

da-an=p()"" oda(p(d) on)

Remarque : Dans le cas ou p = Ad, on trouve :
dp-an = Adda(Ady-1n)

dA A= Ad/rldA(Ad/m)

244



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

14.6 Action de G sur la courbure Ff\ :

Proposition : Soient A € AetA € G. Alors :

b _ g _ oa-lyept #
Froa = Flpoy, = (N)Fy = AdyFy

g oAt #
Fo ,=Fu,=NF; —Ad(/lﬁ)—lFA
Preuve : 1l suffit de vérifier pour F 4 On peut le faire de trois manieres.

(A-Hra”
Premiére manieére :

F(ﬁA-‘)*A = (d((A_l)*A))hor((A")*A)
= iy, (A7)7(dA))
= Iy y((A7)*(dA))
= (AR} (dA)
= (A™)*(dA)nor(a)
= (A™H*(d*4)

= (A)'F
Seconde maniere :
—1yx —1\x* —1y\* * —1\x —1\*
Fiy =dOA AT ) = (AT d AT (AT) ) = (A7) F = AdF]

Troisiéme maniére :

i

(ripa = QAT A)+ %[((A‘U*A) A (AT A)]

(A" (dA + %[A A A])

B N
(A™)°F,

Corollaire : Ona:
FA-A = F(A’l)*A = Ad,{FA

FA-A :FA*A :Ad/l—lFA
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14.7 Formules explicites pour (A™!)*A et A*A :

On a vu que le groupe de jauge G agit sur A par la gauche et par la droite
respectivement comme :

AA=(A"HA et A-A=AA

La question se pose : existe-t-il une formule explicite exprimant A- A et A- A en
termes de A* ? Oui.

Proposition : Soit A € G une transformation de jauge 2 laquelle correspond A¥,
Soit A € A. Supposons que le groupe structurel G est matriciel. Alors les actions
a gauche A - A et a droite A - A de G sur A sont explicitement donnés par :

A-A = (AH)*A

= AdyA+((AH)*e
Ad A — (da%)(ah)!
A - (d*F)(ah!

A-A = AA
= AdggA+(AH0
= Ads A+ (AH (A2
= A+ (AH7N@4ah

ot 0 € Q!(G;g) est la 1-forme de Maurer-Cartan sur le groupe structurel G et oul
dAA% := (dAP)por ol dA* = (AF). : TP — TG.

Remarque : La preuve se fera en plusieurs étapes, i.e. plusieurs égalités a démon-
trer, dans les deux sections subséquentes.

Remarque : Ici je développe pour I’action a gauche A - A et I’action a droite A - A
A-A=(A")A=AdyA - (daH) (%!

A-A=NA=Adg A+ (A7)
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car dans la littérature les deux variantes sont utilisées. Wehrheim (2006, Lagran-
gian boundary conditions...), p.6, utilise la seconde version. Sikorav (1990, Ho-
mologie associée a...), p.117, utilise la seconde version. Donaldson-Kronheimer
(The geometry of four-manifolds), p.34, utilise la premiere version. Floer (1988, An
instanton invariant...), p.218, n’utilise ni une version ni 1’ autre (il semble utiliser la
premiere mais avec une erreur de signe). Remarquons enfin que la seconde version
(utilisée e.g. par Wehrheim) semble plus pertinente pour voir G — A — M
comme G-fibré principal a droite (car j’ai toujours travaillé avec des fibrés princi-
paux a droite et non a gauche).
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14.8 Preuve des deux premieres égalités :

Proposition : Soit 7 : P — B un G-fibré principal. Soit s, : U, — n‘l(Ua)
une section trivialisante locale. Il lui correspond une application G-équivariante
bo : 71 (Uy) — G définie par ¢, o s, = e € G. Alors pour toute transformation
de jauge A € G,ona:

ATe. =2t et (AT 0 = ga(2H)
Preuve : Soit a € P quelconque. Montrons la premiere égalité :
(A)*¢.)(a) (¢a 0o (A7) (@)™
(¢ala- (2 (a)~)!
(¢a(@)(AF(@) ™)

Ha)po(a)™!
(") (a)

La seconde égalité découle en inversant la valeur de ¢ en G. O

Proposition : (¢, (1%)~")*0 = Ad s 0 ¢7,0 + (AH1e

Preuve : Souvenons-nous de 1’égalité de la premiere section sur les rappels de la
forme de Maurer-Cartan :

(fg)0=Ad,1f70+g"0
En prenant f = ¢, et g = (AH1, I’égalité recherchée découle directement. |
Proposition : Pour tout A € Aettout A € G,ona:
(A™)*A = Ad A + (A7)0

A A=Adgp A+ (A0

Preuve : Il suffit de démontrer la premiére égalité. Soit s, : Uy, — 7~ (Uy,) une
section trivialisante locale quelconque. Souvenons-nous que :

Alﬂ"l(Ua) = Ad¢(—yl o 7T*Aa + (1529
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On calcule alors directement :

(A7) (Adyo1 0 T*Ag + ¢3,0)

= Adgy 1y 0 (AT A + (A7) g0

= Adjy-i0(mo AN Ag + (a0 A1) 0

= Ady o Ad,im*Aq + (¢e(2)71)"6

= Ady o Ady i7" Aq +Ady 0 856+ (1) 7)76
= Ady o (Ady i7" Aq +¢6) + ()76

= Ady o Al + ((1H7)"0

(A (Alr1w,))

Puisque I’égalité (A_l)*(Alﬂ-—l(Ua)) = Adys o Al 1y, + ((2%)71)*0 est indépen-
dante du choix de section trivialisante locale s, : U, — 7~} (Ugy) sur Uy, il suit
que ’égalité globale (A™1)*A = Ad ;A + ((A))71)*0 est vraie. O
Corollaire : Si G est un groupe matriciel, alors pour tout A € AetAe€ Gona:

(AN A = Ad A — (da%) (27!

A*A = Ad A+ (2971 (dAY)

Preuve : Par la derniere proposition, il suffit d’utiliser les deux égalités suivantes :
(49770 = ~(dah) (4!

(%6 = (") 71 (da)
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14.9 Preuve de la troisieme égalité :

Proposition : Soit A € G et A € A. Posons d4A¥ = (dA¥)por(a) = (dA*) o h.
Alors :
(AH)*A = A - (d*aHah!

AA=A+@AH @4

Preuve : Il suffit de démontrer la premiere égalité. Pour cela, il suffit de démontrer
que :
A= (dAH(AH ™ = Ad A - (dahH(aH)!

Comme A% est basique, on peut utiliser I’égalité suivante :
dA 2% = daf + (1. (A) AP

Il suffit alors de se souvenir de 1’égalité suivante démontrée dans la premicre
section («]¢(&€))g = (Rg)+é — (Lg)«& pour tout g € G et ¢ € g. On calcule alors
directement :
@HahH = (rR}).d*2

= (RDu((A%). + (1]e(A))2F)

= (R + (R (tle(A)) ] o

= (A, ()T + (R (Ryp)eA = (Lys).A)

= (AN.(HT+ A= (RLy).A

= (HHT+A-AdA

= A-AdyA+(ahH,(aH!
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14.10 Derniére remarque sur (A~1)*A et A*A :

Voici I’argument classique pour trouver la formule explicite
(A™)"A)a = Ady, Ag ~ (d2)A7]

qui exprime (A~!)*A en fonction de A¥ qu’on retrouve dans la littérature. On prend
Ao =¥} et on pose ((A™1)*A), = Ap dans I’égalité suivante :

ap
Ap = Ady-1 Ag + W, pd%ep
Déja, cet argument est louche au sens ot :

Proposition : L'égalité¢ ¥,z = A;! est mal définie.

Preuve : Fixons u et supposons I’égalité A, = ‘I’;}t vraie pour tout a. Alors, pour
S on aaussidg = ‘P[;/i Par (-équivariance de A on trouve donc :

-1 g1

D’ou :
—Iy-1 —Igy-1 -1
e = ‘I‘QB‘PW‘PQB‘PW = ‘Paﬁ‘PW‘Pa# = ‘Paﬁ

Légalité 1, = ‘I’;}l n’est donc vraie que pour un changement de trivialisation
locale trivial Wop = e. O
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14.11 Représentations adjointes et coadjointes de G sur 6 et
®&*

Proposition : Soit Y € G et A € G. Soit Ad : G — Aut(®) la représentation
adjointe de G sur ®. Alors :

AdpAY = ALY o A7}

Preuve : Y est un champ vectoriel qui peut étre vu comme % A ol Ay =
=0

t
exp(tY) (ici A, n’arien a voir avec A). Il suit que :

AdAY = (a)sleY

d
— A
dr » (LA t)

d

dt

(AOA, oA_l)
t=0
d
= A, —

dri,_

= AYoA™!

(At o A—l)

Proposition : L'élément de C°, (P; g) correspondant a Ad,Y est Ad Auvﬁ.

)
Ad

Preuve : Soit vf = A(Y) défini de maniere indépendante du choix de connexion
A. Soit a € P quelconque. Par la derniere proposition, I’élément correspondant a
AdpY en a est:

Al(AY o A7
(A*A) -1y (Y 0 A7)

A (AdAY)
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Mais Y o A~! est vertical et donc son évaluation est égale sur les deux connexions
Aet A*A. 1l suit que :

Aa(AdAY)

(A*A) -1y (Y 0 A7)
= Ap1(YoATh
= (A() oA™Y (a)
= Jho A_l(a)
= (AT)"v)(a)
= (Aduvh)(a)
D’ou I’égalité recherchée A(AdpY) = Ad ﬂﬁvﬁ. O

Corollaire : Si v € I'°(AdP) correspond a Y € ®, alors Ad,v € I'°(AdP)
correspond a Ad, Y.

Remarque : Puisque ’algebre de Lie ® peut étre vue comme Q°(B; AdP), il suit
que son espace dual ®* peut étre vu comme Q"(B; AdP), ou n := dim B, avec
appariement de dualité donné par :

(+,):6"X® >R

(77,1))!—)/17/\KU
B

ol K := (Kﬁ)ﬁ pour * := —K ot K : g x g — R est la forme de Killing.

Proposition : L’action coadjointe Ad* : G — Aut(®*) de A € Gsurnp € G* est
explicitement donnée par :
Adj\)] = Ad,ﬂ]

Preuve : Soit v correspondant 2 Y € & quelconque. Par définition de 1’action
coadjointe, et par la derniére proposition, on a :

(Adyn, v) (n, Adp-1v)
(n, Ady-1v)

/7] A (Ady-1v)
B

/B (Adup) A v
<Ad/177’ U>
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ou j’ai utilisé la Ad-invariance de «. O
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15 Isotopies de jauges et connexions dépendantes du
temps

15.1 Rappel sur la correspondance entre vf et /15

Faisons un résumé des deux dernieres sections. Soit A; une isotopie de jauge. Il
lui correspond /lﬁ1 donné par :

Ai(a) = a- A (a)
A A, on peut associer un champ vectoriel dépendant du temps Y; de deux maniéres :
premiére maniére : Y, = A, o A,_1 €e®=Tq4,G < X(P)

seconde maniere : Y, = (A,‘l)*[\t €e®=Ty4,G < X(P)

A Y; correspond vf donné par :

Uf = A(Y;)

Cette égalité est indépendante du choix de connexion A € A. Plus haut on a
montré que selon les deux définitions de Y, depuis A; on a:

premiére maniére : vf = /if (/1‘3)_1

seconde maniere : vf = (/lf‘)_lxift

Dans le cas particulier out A; est un groupe de transformations de jauges a 1-
parametre, on a vu que A; = exp(¢Y) devient

/li¢ = exp(tvﬁ)

etY = d InA, =t 'InA, devient :
ds

d
ot = d—tln/lft =1 ln/lii
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15.2 Champ vectoriel fondamental Y; € X(A) :

Soit A; une isotopie de jauge. Comme G agit sur A (par la gauche ou par la droite),
a une transformation infinitésimale dépendante du temps

premiére maniére : Y, = A, 0 A, le® < X(P)

seconde maniére: Y, = A7l oA, € ® < X(P)

correspond un champ vectoriel fondamental dépendant du temps Y; € X(A) sur
A. On peut déterminer la famille de champs vectoriels Y; € X(A) en regardant
I’évolution d’une connexion A; := (A,_l)*A (pour I’action a gauche) ou A, = AYA
(pour I’action a droite) en A sous le flot (2 gauche ou a droite) de A; sur A. Le

champ vectoriel Y; peut s’exprimer en termes de v,ﬁ. Il y a quatre manieres de voir
les choses. Avec la premiere définition de Y, et I’action a gauche de G sur A, on
a:

. d d . “1yx
Yila, = (A A) = 2 (AT A ==Ly, (AT)'A = -Ly, A
Avec la premiere définition de Y; et I’action a droite de G sur A, on a:

« d d * * E -_ *
Yt |A, = E(A ‘At) = aAtA = At-EY,A = AtLYz (At 1) Ay

Avec la seconde définition de Y, et I’action a gauche de G sur A, on a:
* _i _g —1\* 4 _ —1\* — —1\* *
Yz |Az = dt(At A) - dt(At ) A= (At ) LY,A - (Az ) £Y,AtAt
Avec la seconde définition de Y; et I’action a droite de G sur A, on a:

Yila, = 3 (A-A) = ZAA = Ly AjA = Ly, A

Ces égalités découlent de la section sur les isotopies plus haut. Clairement, il est
avantageux d’utiliser la premiere définition de Y, lorsque G agit par la gauche sur
A et d’utiliser la seconde définition de Y, lorsque G agit par la droite sur A. Je
vais donc prendre cette convention :

G agit par la gauche sur A — premiere définition de Y,

G agit par la droite sur A = seconde définition de Y,
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Proposition : Pour Y e ® et A € A,ona:
LyA = dAvﬁ

Preuve : En utilisant le fait que Y est vertical, que F4 = dA+[A, A] est horizontale
et que v¥ = A(Y), on calcule directement :

LyA = 1ydA+diyA
= —iy[AA] + dv
= —[A(Y), A] +dv
= —[v}, Al + dof
= dvf+ [A, vﬁ]
= d4f

O

Proposition : Suivant la convention qui précede, la famille de champs vectoriels
fondamentaux Y; est explicitement donnée en chaque A € A, pour les actions a
gauche et a droite, par :

. d
YA, T(A-A) = —dAt
) d

Yila = T(A-A) =dhof

Preuve : Pour I’action a gauche (et la premiere définition de Y;), on trouve :

. d
Yz |At E(At 'A)

= _LY,AI

= —d* v?

De méme, pour I’action a droite (et la seconde définition de Y;) on trouve :

Y7 |4,

d
—(A-A
dt( 1)
= LYIA;kA
= Ly A

= d* v,ﬁ
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O

Remarque : Si A; est un groupe de transformations de jauges a 1-parametre, Y
est indépendant du temps, donc v¥ aussi, eton a respectivement pour les actions a
gauche et a droite :

A = —dAyf

Al = dAt ‘Uﬁ

Remarque : Au temps ¢ = 0 on trouve a gauche (resp. a droite) :
Y|4 = —dhof

Y|4 = d*o
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15.3 Lemme de Moser en théorie de jauge :

Proposition : Soit A; un chemin différentiable en A dont la vitesse A, est dA-
exacte a chaque temps ¢. Plus précisément, supposons qu’il existe un chemin v? en
1 ) )

QAd’hor(P, g) tel que :
A, = —d* vf (pour I’action a gauche)

A, = d v? (pour I’action a droite)

Alors, il existe une isotopie de jauge A, telle que A, = (A;1)*Ap (si action a
gauche) ou telle que A; = AfAg (si action a droite).

Preuve : Il suffit de faire la preuve pour I’action a gauche de G sur A. Supposons

§

qu’il existe v! tel que A, = —dA vf. A vf correspond un unique Y; € X(P) vertical

tel que vf = A,(Y;). A ce dernier Y; correspond une unique isotopie de jauge A,
vérifiant Ag = idp et Y; = A; o A/ ! Dans la derniére section il a été démontré
que :

d 1
TN A0 = —d4of

On calcule alors directement :

t
A, —Ay = / A,dr
0
t
= - / dotdr
0

t(d
/(— (A;l)*Ao)dt
0 dS s=t

= (A7H A0 — (AJH Ao
= (A7) 40 - 4

D’oti I’égalité recherchée A; = (A;')*Ag. Pour la preuve avec 1’action a droite de
G sur A il faut prendre plutét Y; = A;! o A, suivant la convention plus haut. O

Remarque : Peut-on aller plus loin ? Le lemme de Moser en symplectique sert a
se rendre a Darboux. Y a-t-il un équivalent de Darboux en théorie de jauge ?
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Remarque : En fait, la preuve de la derniére proposition marche pour 1’action a
gauche mais est louche pour I’action a droite. La raison en est qu’a Y, donné oui
on peut résoudre ’EDO et obtenir A; tel que A; = Y, o A;, mais pour I’action 2
droite il faut résoudre une EDP A, = (A,).Y;. Le probléme est que je n’ai aucun
théoréme qui me garantisse une isotopie de jauge A; selon la derniere équation.
Ca serait a faire dans la section sur les isotopies plus haut. TO DO ! !
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15.4 Nouvelle preuve que A; = A; :

Remarque : A partir d’ici, dans la présente section sur les isotopies de jauges sur
A, I’action de G sur A sera prise a gauche :

ANV = (ATH"A=A-A

Je vais ici montrer une nouvelle preuve que A’ = A® ol A’ := Ad;4A + 65 pour
Op = ((AH™H*0 ot 0 € Q(G; g) est la 1-forme de Maurer-Cartan. Pour cela, il
suffit de montrer que A] = A,. On sait que

A; = Ad/l?A + 91\:

A[ = —dAr U?
Supposons A € Gy la composante identité de G. Alors il existe Y € ® tel que
Ap = Aou A; = exp(¢Y). Puisque A = Ap et que le systeme d’équations
différentielles A; = —dA’vﬁt est d’ordre 1, il suffit de montrer que A = A, pour
avoir ’égalité A" = A™.

On a vu plus haut que pour ¢ : P — g, et donc exp(¢) : P — G, on a I’égalité
suivante :

., (~1)*ady
exp(£)70 = d
;) (k+1)!

Considérons un groupe de transformations de jauges a 1-parametre A, = exp(¢Y).
I1 lui correspond /ltﬁ = exp(tvﬁ). Prenons & = —tv# et donc exp(&) = exp(—tvﬁ) =
@

Proposition : Pour A; = exp(¢Y), un groupe transformations de jauges a 1-
parametres, on a I’égalité suivante :

00 tk+1adk

#
Or, = — 2 4y/f
Ar ;)(k+1)!v
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Preuve : On calcule directement :

0r, = (D)6
= (exp(- tuﬂ))*e
© (- 1)"

I
A
N
<
=
~
o
~
|
~
E=3
N—"

Proposition : Pour A; = exp(¢Y) on a I’égalité suivante :
9'/\[ = —Ad/ludvﬁ

Preuve : On calcule directement :

0‘/\ - 0/\
! dt !
k+1

- dtZ(k+1

0 tkadk

- _Z k! 2 dvf

Proposition : Pour A; = exp(tY), i.e. v? = v¥ constant, on a I’égalité

A; = AI
Preuve : On sait que :
A; = Ad 3 A + 6y,
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On calcule directement :

A]

Al‘ = —dArU

d
—(Ad ;A +0

ar AdgA+6n)
Ad/ltﬁadUﬁA + 9}\l

~Ad 5[4, v*] - Ad /lfdvﬁ
—Ad  (dof + [A, 0]
—Ad yd*of

—AdlgdA (Ad;;vﬁ)

_dAtUﬁ
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15.5 Dérivées d’ordre supérieur de A, pour A; = exp(tY) :

On a vu que pour toute isotopie de jauge A; :
A=A+ (HA;)hor(A)

ol 6y, = ((/1,“)-1)*9. Lorsque A; = exp(¢Y) est un groupe de transformations de
jauges a 1-parametre, on a :

t
#
On == 2 4t
e (k+1)!
On remarque alors que :
0o sk+l, 9k
" ad
- F ALt
(OAhor(A) = — Z Cdy
= (k+1)!
Ainsi, on obtient I’égalité suivante :
o tk+1,3k
" ad
f A8
A =A— Z v
e (k+1)!
ot il saute aux yeux que A; = —Ad/lﬁd“‘vﬁ = —d4 b

La question se pose : quelles sont les dérivées d’ordre supérieur ?

Proposition : Pour tout £ > 0 on a I’égalité suivante :

dk+1

(k+1) . _ _ k qA;
AT = A= —adyd vt

Preuve : On sait déja que le cas k = 0 est vrai. Supposons que 1’égalité est vrai
pour k. Alors :

dk+2 d dk+l
drk2 0t T a(dtkﬂ f)

= % (—adl’jﬁdA’vﬁ)

d

— k A

= —adf,—Ad ud v
k+1 A

= —adi'Ad yd"of

= —ad“ldAf
v
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Donc c’est aussi vrai pour k + 1. O

Corollaire : (Afk”)) = —ad!,d"vf

t=0

Remarque : On peut maintenant exprimer A; comme série de Taylor autour de
t=0:

Il
gk
~ |
|

>
E

¥

A

- (k+1)

= A+
;)(k”),( )l
oo k1, gk

= A- v gy
ng G+ 7

On retrouve donc la formule de départ
oo gkt gk

Génial.

Remarque : A, = —ad,;d*v*. C’est-a-dire :
A = —[vﬁ, dA‘vﬁ]
Ce terme d’accélération correspond exactement avec 1’équation de YMH
0aFa = —[p,dag]
pour ¢ = v. L’équation de YMH devient alors :
6a,Fa, = (Ap)y
Dans le cas G abélien c’est I’équation d’onde. Dans le cas non abélien c’est plus

compliqué.

Aussi : le "courant de matiere" J = —[¢,dap] représente alors intuitivement
I’accélération de la connexion...
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15.6 Accélération d’une connexion :

On a vu que pour un groupe de transformations de jauges a 1-parametre A; =
exp(tY) les premieres dérivées de A; sont données par :

A = —d4f

A=- [vﬁ, dA’vﬁ]

Considérons maintenant une isotopie de jauge A;. La dérivée premiere de A; est
donnée, tel que plus haut, par :

At = _dAt U?
Mais alors, a quoi ressemble la dérivée seconde ?
Proposition : A, = —d*vf — [0, dAof]

Preuve : On calcule directement :

. d .
A = _A[
dr

d
= (")

d
= a(—duﬁ‘ + [v, A

= —dvl+ [} A+ [V, Al

t t>

= —dA’z)ﬁ1 - [vrt dA’vf]

1t

O

Remarque : Le terme [vf, dA Uf] apparait dans I’équation de YMH. La question

se pose alors : pourrions-nous construire une théorie de YMH dépendante du
temps impliquant le terme —dAfz)ﬁi ?
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15.7 Dérivées d’ordre supérieur de A; pour une isotopie de
jauge A; :

Proposition : Soit A; une isotopie de jauge. Alors les dérivées d’ordre supérieur
de A; sont données pour tout k > O par :

dk+1 dk 4 k k dk—j 4 dj
g =d (@) * ) ( ,-) [dtk‘fv” MA’]

Preuve : On calcule directement :

dk+1 dk .
4 = _At
dtk+l dtk

d“
= ﬁ(—dv[ + [v], A])

d S (k\ [y d
- (@U’) ' Zo (J) [dtk‘f Ve @A’}
j:

a5\ [dk oy S\ [dT  di
= —d(@vt)+ @U”At]*_;(]‘) [—dtk_jvt’EAt]
dk AN I .
a4y g &/
e[ S

j=1
]
. k+1 . . Lo 2
Remarque : On voir alors que At( 1 contient plein de termes de dérivées d’ordre

inférieur. Eventuellement écrire une formule explicite par substitution pour avoir
k+1) . 1« Lo o2 . oo
At( ) indépendamment des dérivées d’ordre inférieur.
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15.8 Une autre identité :

On a vu que AN = A+ (6A)nor(a) (toujours avec I’action a gauche de G sur A).
Puisque A o h? =0, on trouve alors :

(AA)hor(A) = (HA)hor(A)

De maniére générale, pour deux connexions A et A, que vaut (A)hor( a)?
Proposition: Aochf=A- A

Preuve : Pour X, € T, P, on calcule directement :

(Aoh®) (X)) = A(X,—v1X,)

= A(X.) - A0v*X,)

= A(Xy) - A((D.]e)(A(Xa)))
= A(X,) - A(X,)

= (A - A)X,
O
Remarque : La forme basique h=A-A qui relie deux connexions A — A est

donc la composante horizontale de A par rapport 2 la distribution horizontale de
A.
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16 Connexions réductibles et irréductibles :

16.1 Introduction :

Le but de cette section est de formaliser certains résultats portant sur ce qu'on
appelle des connexions réductibles et irréductibles. Une telle étude est nécessaire
avant de passer aux espaces de modules de connexions (qu’elles soient ASD,
plates, etc.)

16.2 Trois définitions :

Il existe trois définitions non équivalentes de connexions irréductibles. Il n’y en a
qu’une seule qui m’importera pour la suite, la troisieme. Avant de poser les trois
définitions, soient :

* V un espace vectoriel et G < GL(V) un groupe de Lie matriciel agissant sur
V de maniere irréductible, i.e. ne laissant aucun sous-espace invarianten V.
* m: P — Bun G-fibré principal sur une variété connexe B.
* x0 € B, pg € Pxo = 7T_1(X()).
* AeA.
Q(B,xp) :={y:[0,1] = Bly(0) =y(1) = x¢, y différentiable par morceaux}.

Posons ensuite :

e Q:={peP|Fy:[0,1] —> P, vérifiant (1), (2), 3) et (4)} ou:
(1) 7(0) = po
2 y)=p
(3) vy différentiable par morceaux
(4) 7 horizontale pour A.

* Aut(P,,) = G le groupe d’automorphismes de la fibre P,.

* Holy, : Q(B,xp) — Aut(Py,) défini en un lacet y € Q(B, xp) par I’ho-
lonomie de y pour A, i.e. par I'unique élément ¢ € Aut(P,,) pour lequel
¢(7(0)) = ¥(1) ou ¥ est un relevé horizontal de .

* H := Holy,,(Q(B,x9)) < Aut(P,,) le groupe d’holonomie basé en x, ce
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qui peut étre vu comme sous-groupe de G.

Remarque : Q — B est généralement un H-fibré principal qui est une réduction
structurelle de P — B pourvu que Q ne soit pas dense en P (car une sous-variété
dense n’est pas une sous-variété).

Définition : (version 1, [DK] p.131-132) : A est dit réductible si H repose dans
un sous-groupe propre de G.

Définition : (version 2, [KN-I] p.83-84)) : A est dit réductible a Q si la distribution
horizontale ker(A) repose en TQ.

Définition : (version 3) : A est dit réductible sisi H < G < GL(V) agit de maniere
réductible sur V, i.e. s’il laisse un sous-espace W < V invariant.

Remarque : Ici, [DK] est « Donaldson-Kronheimer, The geometry of Four-
manifolds », [KN-I] est « Kobayashi-Nomizu, vol. I ».

16.3 Discussion sur la premiere définition :

La premiere définition m’est inutile. En effet, si A est plat, alors H est 'image
du m1(B, xp) en G. Mais m1(B, xg) est dénombrable, donc H est dénombrable.
Pour G = SU(2), qui n’est pas dénombrable, on a alors H qui est un sous-groupe
propre de G. Comme H est inclus dans lui-méme, il suit que A est réductible.
Puisque A était une connexion plate quelconque, il suit que toute connexion plate
est réductible. Ce qui n’est pas pertinent en théorie de jauge (ou il est question de
connexions plates irréductibles).

16.4 Discussion sur la seconde définition :

La seconde définition m’est inutile. En effet, d’une part, ker(A) repose toujours
en TQ. D’autre part, Q est supposé€ €tre une sous-variété de P (pour €tre une
H < G réduction structurelle du G-fibré P — M). Mais si H est dense en G, alors
Q est une sous-variété dense en P. Puisqu’une sous-variété dense n’est pas une
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sous-variété, il suit que Q n’est pas une réduction structurelle de P (a moins qu’on
élargisse la définition de réduction structurelle). Bref, dans cette définition, on a
pour A plat :

e Si H = G, alors A est irréductible.
* Si H est dense et propre en G, alors A est irréductible.
e Si H est fermé€ en G, alors A est réductible.

En effet, il est possible d’avoir H propre et dense en G. Parexemple, si G = SU(2) et
B = X une surface fermée de genre 2 t.q. 71(X) = (a, b,d’, b’|[a, b] - [a’, D] = 1),
alors je peux envoyer a,a’ a 1 € SU(2) et b, b” a deux générateurs qui engendrent
un sous-groupe propre et dense en SU(2). Bref, ce n’est pas encore la définition
qu’il me faut.

Aussi, avoir H fermé en G implique ici A réductible, ce que je ne veux pas
forcément. Par exemple, si A est plate sur la 3-spheére d’homologie entiere de
Poincaré Y (sur laquelle repose un SU(2)-fibré forcément trivial), dont le 71 (Y) =
21 le groupe binaire icosaédral, je peux prendre H = 21. Ici, H = 21 est un groupe
fermé en G = SU(2), mais A devrait étre irréductible.

16.5 Discussion sur la troisieme définition :

Soit A plat. Alors H est un sous-groupe propre et dénombrable en G. On aura A
irréductible si et seulement si H agit de maniere irréductible sur V. C’est la défi-
nition qu’il me faut. A partir d’ici, lorsque je parlerai de connexions irréductibles
ou irréductibles, il sera alors question de la troisieme définition.

Notation : A* := {A € A|A estirréductible}.
Remarque : A partir d’ici je ne développerai que pour G = SU(2). Les preuves

seront a généraliser éventuellement a d’autres groupes de Lie gentils (compact,
connexe, semi-simple, etc.).
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16.6 Propriétés des connexions irréductibles et réductibles :

Proposition : Soit A € A et H < G = SU(2) son groupe d’holonomie. Alors
A est réductible si et seulement si H repose dans un tore maximal 7 = U(1) en
SU(2).

Preuve : A est réductible ssi H agit de maniére réductible sur C? ssi H laisse
invariant au moins une droite complexe C en C? ssi H est inclus dans un tore U(1)
en SU(2). O

Proposition : Soit A € A et H < G = SU(2) son groupe d’holonomie. Alors A
est irréductible si et seulement si Cg(H) = Z(G) (ici Cg(H) est le centralisateur
de H en G et Z(G) est le centre de G).

Preuve : A est irréductible ssi H n’est pas inclus dans un tore maximal (par la
derniere proposition) ssi Cg(H) = {-1,1} = Z(G). O

Proposition : Soit A € A et H < G = SU(2) son groupe d’holonomie. Soit G4
le stabilisateur de A en G (soit pour I’action a gauche soit pour I’action a droite).
Alors :

Ga =Cg(H)

ou la correspondance est donnée explicitement par :
A A (py)
pour pg € Py, quelconque fixé.

Preuve : (C’estlelemme4.2.8 ap.132 de [DK], mais la preuve n’y est pas, faisons-
la). 11 suffit de faire la preuve pour I’action & gauche A* :=A-A = (A")*Ade G
sur A.

(=) : Soit A € G4. A A correspond A e C>(P;G). On sait que :
AN = A — (@*H(aH!
Puisque A € Gu, alors AN = A. Ceci implique (d42%)(A%)~! = 0. Ceci implique

d*a* = 0. Ceci implique que A est covariante constante. Ainsi, si je prend un
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chemin horizontal en P qui vade pg € Py, a p € Py, il suit que :

A (po) = 2(p)

Mais ce lacet horizontal de pgp a p € Py, correspond a un élément 2 € H le groupe
d’holonomie basé en x. Donc :

¥ (po) = X(po-h)

Mais par (-équivariance de A le long de la fibre P,, on trouve alors que :

A(po) = P (po - h) = -1 (po)

ie.:
A (po) = ' A (po)h
ie.:
hA*(po) = A¥(po)h

Mais h est un élément quelconque du groupe d’holonomie H. Donc A4 (po) re-
pose en Cg(H). Maintenant, A*(po) est déterminé de maniére unique, par t-
équivariance, le long de la fibre Py,. Ensuite, il est déterminé de manicre unique
sur tout P car la dérivée de A% est nulle dans toute direction horizontale. Dol : &
A € G4 correspond un unique élément en Cg (H) donné par A%(py).

(<) : Posons A#(py) € Cs(H) pour po un point quelconque de Py,. Alors At
est déterminé de maniere unique le long de la fibre Py, par (-équivariance. Fixons
A € A.Prenons A déterminé globalement sur P de telle sorte que A¥ soit covariante
constante, i.e. d4 ¥ = 0. Alors la formule

AN = (AT A = A - (@ aH(aH!
implique directement que A® = A (ici A correspond 2 ). Dot A € Gy. O

Proposition : Soit A € A et H < G = SU(2) son groupe d’holonomie. Alors A
est irréductible si et seulement si G4 = {—1, 1}.

Preuve : A est irréductible ssi Cg(H) = Z(G) (par la proposition plus haut) ssi
Ga = Z(G) (par la proposition plus haut). Mais Z(G) = Z(SU(2)) = {-1,1}. O
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Proposition : Soit A € A et H < G = SU(2) son groupe d’holonomie. Alors A
est irréductible si et seulement si :

ker (dA - QO(M: AdP) — Ql(M;AdP)) — {0}

Preuve : (=) : Supposons A irréductible. Soit v € Q°(M; AdP) quelconque

tel que dqv = 0. Je veux montrer que v est forcément nul. A v correspond
Y € & = Lie(G). Il vérifie (pour I’action a gauche de G sur A) :

Y, = —d4f
Mais dqv = 0 implique donc :
Y 4=0
Puisque Y*|4 est nul, ceci implique que Y est dans 1’algeébre de Lie Lie(G4) du
stabilisateur G4 de Aen G, i.e. :

Y € Lie(Ga)

Mais A est irréductible implique G4 = {—1, 1}. Ceci implique Lie(G4) = {0}.
Ceci implique Y = 0. Ceci implique v = 0. Ce que 1’on voulait démontrer.

(<) : Supposons

ds : QO(M; AdP)- > Q' (M; AdP)
injective. On veut montrer que A est irréductible. Il suffit de montrer que G4 =
{—1,1}. Puisque G4 = Cg(H), et qu’en SU(2) les seuls Cg(H) possibles sont
{-1,1},U(1), SU(2), il suit que les seules possibilités pour G4 sont aussi {—1, 1},
U(1) ou SU(2). Pour montrer que G4 = {—1, 1}, il suffit donc de montrer que G4
n’est ni U(1), ni SU(2). Si G4 est U(1) ou SU(2), alors il existe un Y € & non

nul tel que
Aexp(tY) — A

pour t €] — 1, 1[. La version infinitésimale de ceci revient a dire qu’il existe un v
non nul tel que

dAU =0
Ceci contredit le fait que d, est injective sur Q°(M; AdP). D’ou A irréductible. O

Remarque : Plus bas il sera question de la codifférentielle covariante extérieure
54 1 QF — Q! construite a partir de I'opérateur de Hodge » : Qf — Q"%
un isomorphisme. A signe prés on aura 64 = + % dy*. Puisque  est un isomor-
phisme, il suit que si A est une connexion irréductible, alors 4 : Q"(M; AdP) —
Q"1 (M; AdP) est injective, du moins pour G = SU(2).
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16.7 Groupe de jauge restreint :

On a vu que pour A une connexion SU(2) irréductible, le stabilisateur de A en G
est Ga = {—1, 1}. Donc, G n’agit pas exactement librement sur ‘A* mais presque.
Il y a une maniere d’avoir une action libre sur A*. C’est de se restreindre a 1I’action
du groupe de jauge restreint sur A*.

Définition : Fixons xo € B. Alors le groupe de jauge restreint est par définition :
Gx, = {A € GlA(x0) =1 € SU(2)}

Remarque : Puisque B est supposée connexe, I’élément —1 € SU(2) est exclus
de Gy,. Ainsi, G,, agit de manicre libre sur A*.

Remarque : Le groupe de jauge restreint est aussi nommé groupe de jauge pointé.
Définition : L'espace de module étendu de connexions irréductibles est par défi-

nition :

M, = A Gy,

Remarque : Puisque G/G,, = G, il suit qu’on a une G-fibration :
G — M;, — M

ou M* := A*/G est I’espace de module de connexions irréductibles usuel.
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17 Fibré des reperes :

17.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir les résultats principaux concernant les fibrés des
repéres. Ici, par fibré des repéres on entend le fibré des repéres linéaires tangents
sur une variété lisse M.

17.2 Le fibré des reperes :

Soit M une variété lisse réelle de dimension n. La variété M possede un fibré
canonique, le fibré tangent 7M. Elle vient aussi avec un autre fibré canonique, le
fibré des reperes linéaires tangents Fr(M).

Définition : Le fibré des repéres linéaires tangents :
n:Fr(M) - M
est défini point par point par :
Fr(M)|, = Isom(R"; T, M)

Par simplicité, écrivons Fr(M). C’est un GL(n;R)-fibré principal par la droite.
Plus précisément, 1’action de groupe :

®: GL(n;R) — Diff(Fr(M))
g — @
est définie en tout f € Fr(M) par :
(I)g(f) =fog

Remarque : Lareprésentation canonique pg : GL(n;R) — Aut(R") est po(g)(v) =
gv. Lareprésentation canonique duale pj : GL(n; R) — Aut((R")*) est po(g) (@) =
@ o g~ Le fibré tangent TM est un fibré associé au fibré des repéres linéaires tan-
gents :

TM =Fr(M) x,, R"
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Le fibré cotangent 7*M est aussi un fibré associé au fibré des reperes linéaires
tangents :
T"M = Fr(M) Xps (R™)*

Proposition : La relation entre v € T, M et v Fro(M) — R" est :
Vlr=r7'v)

De méme, la relation entre @ € T, M et at : Fry(M) — (R")* est :
Hp=aof

Preuve : On regarde I’équivariance pour g € GL(n;R) :

@)lr = Vo,

Vﬁ|f°g

(fog)™'(v)

g o f v

po(g) ™" o vl

C’est la méme chose pour a. O

Remarque : Si on fixe f € Fr,(M) = Isom(R";T,M), tout élément g €
GL(n;R) = Aut(R") induit un automorphisme de 7, M par :

fog of_l € Aut(T, M)

Mais cette GL(n; R)-action de groupe sur 7, M dépend du choix de f. En effet,
pour fi, f> € Fr,(M) tels que f>» = fi o g2, g € GL(n;R),on a:

frogiofs' = fiolgmeNfi'
oll Lg, 81 = 828185
Remarque : Sionfixe f € Fr (M) = Isom(R"; T, M), tout élément ¢ € gl(n;R) =
End(R") induit un endomorphisme de 7, M par :
foéof e Aut(T M)

Mais cette gl(n; R)-action sur T, M dépend du choix de f. En effet, pour fi, f> €
Fr.(M) telsque f» = fiog,g € GL(n;R),ona:

froéofy = fio(Add)fy!
ol Adyé = gég!.
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17.3 Forme de soudure :

Définition : La I-forme de soudure 9% € Q' (Fr(M);R") sur Fr(M) est définie en
tout point f € Fr(M) par :

ﬂﬁlf = flom, : TFr(M) — R"

Remarque : Il ne faut pas confondre la forme de soudure 9% et la 1-forme de
Maurer-Cartan 6 sur G.

Proposition : La 1-forme de soudure 9* est basique et descend donc 2 une 1-forme
sur M a valeursen TM :
9 e QY (M;TM)

Preuve : La 1-forme 9* est horizontale car 7, tue les vecteurs verticaux sur Fr(M).
La 1-forme 9% est po-équivariante car pour tout g € GL(n;R) ona:

((@g)* 0%

Floy(r) 0 (@y).

= 0¥ fog 0 (@y).

= (fog) ' om o (®y).
= (fog) ™ o(mo®,).
= gloflon,

= g_l o s

= po(g)~' o 9y

Ainsi 9* est horizontale et po-équivariante. Elle est donc basique et descend a
9 e Q' (M;TM). O

Remarque : Pour une section trivialisante locale f, : U, — 7' (U,),ona:

Vo = fojvﬁ
= Vﬁofw
£ o)

C’est-a-dire, v, = £, '(v). En particulier, v = f,(v,). C’est ainsi que f, relie R”
etTM.
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Proposition : La 1-forme de soudure ¢ € Q! (M;TM) est égale a 1’identité idzy;.

Preuve : (preuve 1) : Pour montrer que 9 € Q'(M;TM) est I’identité, il suffit
de montrer que c’est vrai en trivialisation locale. On considere une section locale
fo 1 Uy = 17 1(U,). On calcule d’abord :

9o = fid*
= 9, o (fa)s
= filom o (fu)
= fr'o(mo fo)
= f;' o (idy).
= £

On a alors ¢, = fa_1 : TM — R". Ensuite, tout comme v = f,(v,), on a
0 = fo(6,). Ainsi :

0 = fa'(ga/)
= faofa_l

1dr

O

Preuve : (preuve 2) : Voici une preuve plus rapide en une seule étape. On considere
une section trivialisante locale f, : U, — ! (Ug). On a alors :

9 = falda)
= fa(f30%
= fa(9*s, 0 (fu)w)
= fu(fy om0 (fo)u)
= (70 fo)
= (idm)-

= idry

O

Remarque : A tout fibré vectoriel E — M sur M on peut associer un fibré
des reperes Fr(E). Si E a des fibres type R™ on a Fr(E)|, = Isom(R™; E,).
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Ainsi, Fr(E) est un GL(m;R)-fibré principal. Ca généralise Fr(M) = Fr(TM).
Sur chaque fibré des reperes Fr( E) repose une forme de soudure 9. La construction
est la méme. Elle est donnée par 9| ¢:=flom, : TFr(E) — R™ qui est basique
et descend 2 9 € Q' (M E).

17.4 Connexion de Cartan :

Donnons-nous un fibré E — M de fibre type R”. Il lui correspond un fibré des
reperes Fr(E) — M. Sur Fr(E) repose une forme de soudure 9% € Q! (Fr(E); R™).
Donnons a Fr(E) une 1-forme de connexion w € Q! (Fr(E); gl(m;R)). Alors la
paire (w, ¥) peut étre vue comme étant :

w®?:TFr(E) - gl(m;R) ® R™
Maintenant, on pose le produit semi-direct :
G := GL(m;R) x R™

Ainsi, GL(m;R) est un sous-groupe de G qui agit, en tant que sous-groupe, sur
G. On pose ce G-fibré principal :

P = FI'(E) Xg G

Alors la paire (w, ) sur Fr(E) induit une 1-forme de connexion @ sur P. On dit
que « est une connexion de Cartan.

Il y a plusieurs manieres de définir une connexion de Cartan. Voir wiki. L’idée est
que c’est un mélange entre une connexion et une forme de soudure. Et c’est utile
pour les réductions structurelles, et donc pour les théories d’unifications entre la
théorie de jauge et la gravitation.

17.5 Fibré adjoint du fibré des reperes :

L’algebre de Lie de GL(n;R) est gl(n;R) = End(R"). Soit pg : GL(n;R) —
Aut(R") la représentation canonique de GL(n;R) sur R” donnée par po(g)(v) =
gov.

po(g)(v) =gv Vg € GL(mR), ¥v eR"

280



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Soit pj : GL(n;R) — Aut((R")") la représentation canonique duale de GL(n; R)
sur (R")* donnée par :

po(g)(@) =aog™ Vg eGL(mR), Va € (R)
Les deux représentations pg et p; se tensorisent a :
po ® py : GL(n;R) — Aut(R" ® (R")*) = Aut(End(R")) = Aut(gl(n;R))

En particulier, il est aisé de voir que cette derniere représentation n’est rien d’autre
que la représentation adjointe :

Ad = pg ® p; : GL(n;R) — Aut(gl(n;R))

Considérons M une variété lisse réelle de dimension n et Fr(M) son fibré des
reperes. Alors on pose le fibré adjoint :

AdFr(M) = Fr(M) Xaq gl(n;R)
= Fr(M) Xppep; (R ® (R")")
= (Fr(M) X, R") ® (Fr(M) x,; (R")")
= TMQT'M

On remarque alors qu’il y a un appariement naturel :
AdFr(M) XxTM — TM

défini fibre par fibre par 1’évaluation. En particulier, en fixant un vecteur v € T, M,
on obtient une application linéaire canonique :

AdFr, (M) — T.M
& > &)

Exemple : On se donne une 5-variété M* et une réduction structurelle FrOU-% (p1)
ainsi qu’un champ vectoriel partout non nul v € X(M). Le champ vectoriel v

détermine un fibré "vertical" V = R(v) et un fibré "horizontal" H = V* de sorte

que :
TM=Va&H

Ona:
AdFOU (M) = FrPU (M) xpq s0(1,4) c TM @ T*M
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Le champ vectoriel v détermine alors une application linéaire :
AJFPYY (M) - TM
& = &)

Point par point, le noyau de I’application est so(1,3) < so(1,4) et 'image est
isomorphe 2 R* = s0(1,4)/s0(1, 3). En particulier, puisque le split :

s0(1,4) = s0(1,3) @ R*
est Ad-invariant, on a un split de fibré :
AJFPU (M) = Ey @ E,

ol E; estun so(1, 3)-fibré et ot E, estun (R* = s0(1,4)/s0(1, 3))-fibré. Comme
le noyau de I application AdFr®*) (M) — TM est E| et que I'imageest H < TM,
on a un isomorphisme :
E2 — H

Bref, le champ vectoriel v € X (M) détermine I’isomorphisme. Cet isomorphisme
semble étre relié aux histoires de "coframe" dont parle (D. K. Wise, 2007) dans
sa thése. Ensuite avec @ : (R,+) — Diff(M) le flot de v et M* = M/R on a
= 8* € X(M) qui est un champ vectoriel fondamental. Une section "locale"

M — M détermine un isomorphisme TM = H. C’est ainsi qu'on a un
1somorph1sme E,=TM.

17.6 Réduction structurelle du fibré des repeéres :

Une réduction structurelle du fibré des reperes est un G-fibré principal :
Fr%(M) c Fr(M)

ou G < GL(n;R). Ainsi de suite, on peut considérer plusieurs réductions :
Fr'l (M) c Fr% (M)

pour H < G. En un point x € M donné, il y a autant de manieres d’injecter
Fri/(M) en Fr% (M) qu’il y a de monomorphismes de H a G. Ce faisant, en un
point x donné, il y a G/H maniéres de réduire de G 4 H. En particulier, Fr® (M) /H
estun (G /H)-fibré sur M dont les sections correspondent aux réductions possibles.
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17.7 Connexion de Cartan et réduction structurelle :

Ecrivons Fr€ et Fr? au lieu de Fr® (M) et Fr¥ (M). Supposons qu’on ait un split
g = h® (g/b) qui est Ad(H)-invariant. Donnons 2 Fr® une connexion A. Donnons-
nous une réduction structurelle Fr/ ¢ Fr®. La connexion :

A:TFC 5> g
se décompose en somme A = A; + A ol :
Ay TF® — b

Ar: TF® — g/b
On peut restreindre A = A + A au tangent de Frf c FrO et cadonne a = a; +a;
ol :
a: Frfl - g
a) : Frfl - b
a . Fr — a/b

Proposition : «; est une forme de connexion sur Fr et a5 est basique sur Frf.

Preuve : Le fait que @ soit Ad-équivariant découle du fait que A est Ad-
équivariant. Le fait que (&%) = &, V&€ € B, découle du fait que A(£¥) = &,
V¢ € g. D’ou ) est une forme de connexion. Ensuite, a; est Ad-équivariant car A
est Ad-équivariant. Enfin, a; est horizontale car pour tout ¢ € hona:

a=a+a
= (&) = a1 (€7) + aa(€&Y)
= =&+ ap(é)

= 0=ax(¢&")
D’ou le fait que a» est horizontale, donc basique. O
Nommons « la "connexion de Cartan" sur Fr. Posons la "courbure de Cartan"
Fg = da + (1/2)[a A a]. Alors Fg est Ad(H)-équivariant et descend donc a
F, € Q*(M; Ad°Fr (M))

Proposition : F4 = F,.
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Preuve : Soit U, C M. Considérons une section locale quelconque s, : U, —
7' (U,) ot 771 (U,) c Frf! ¢ FrY. 1l suffit de montrer que s;Fﬁ = s;Fﬁ. Soit
x € U, quelconque. Soient vi,v2 € T U, quelconques (qui peuvent €tre vus
comme champ vectoriels autour de x). Posons u,u> € TFr? ot u; := (5.)«(v1)
et us := (54)«(v2) Alors :

Fh L5, ((s)ev1, (5,)2v2)

= (dA+[A,A])(u1,u2)

= (dA)(u1,u2) + [A(u1), A(uz)]

= w1 A(u2) —uzA(uy) — A([ur, uz]) + [A(u1), A(uz)]
= wa(uz) —upa(uy) — a([ur, uz]) + [a(ur), a(uz)]
= (da)(ur,u2) + [a, a](u1, uz)

= (da+[a,a])(ur,u2)

= (F)(u1,u2)

= Fils, ((5)2v1, (5)a72)

= (SZFg)(Vl,Vz)

(s5F5 ) (v1,v2)

Proposition : F, = Fy 10, = Fy, +do,a2 + %[az A az].
Preuve : Calcul direct. O

Remarque : C’est un peu I'analogue de F,, 4 = Fa +da7 + %[T AT].
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Deuxieme partie

Théorie de Hodge
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18 Théorie de Hodge :

18.1 Introduction :

Le but de cette section est de bien poser la théorie de Hodge sur une n-variété
lisse orientable pseudo-riemannienne (X", g). C’est-a-dire, y définir I’opérateur de
Hodge *, le produit scalaire ( -, - ), surles k-formes différentielles et aussi y définir
la codifférentielle ¢. La théorie de Hodge sera utile pour définir les théories de
Maxwell, Maxwell-Klein-Gordon, Yang-Mills, Yang-Mills-Higgs, Chern-Simons,
etc..

Je développerai ensuite la théorie de Hodge pour une décomposition simple
X" = X"~! xR puis pour une décomposition double X" = X"~ xRxR. Ces décom-
positions me serviront a relier la théorie de Yang-Mills a celle de Yang-Mills-Higgs
en dimension inférieure, formalisant ainsi 1’adage les tranches d’instantons sont
des monopoles magnétiques.

18.2 Lelieu:

Soit (X", g) une n-variété pseudo-riemannienne lisse orientable. Donnons-nous

un systeme de coordonnées locales {x1 ,..., X"} surun ouvert U C X. Il induit une
base {dx!, ..., dx"} de T;;X. Sabase duale {0, ..., d,}, 00 §; := %, est une base de

Ty X. Elle est définie implicitement par dx'(9;) = 5; ol 63. est le delta Kronecker.

En utilisant la notation d’Einstein, toute 1-forme a € Tl’jX peut s’écrire @ = a;dx’
et tout vecteur v € Ty X peut s’écrire v = v'0;. En particulier, la métrique g peut
localement s’écrire comme

gl = gijdx' @ dx’

ol g;; := g(0;, d;) est symétrique et inversible. On dénote par g/ les coefficients
de la matrice inverse [gi j]‘l,'i.e. gij8g k= 5f. La matricc'a.g’/ est aussi symétrique.
Remarquons que g;;g"” = 6; = n. Comme [g;;] et [g"/] sont inverses I'une de
I’autre, leur déterminant est I’inverse I’un de I’ autre.
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18.3 Musicalités riemanniennes bémol et diese :

Définition : La musicalité bémol-(pseudo-)riemannienne est définie par
biTX - T'X
v () =g )
Définition : La musicalité diése-(pseudo-)riemannienne
§:T"'X — TX
a — af
est définie implicitement par
glat, ) =a(-)

Remarque : Je dirai simplement musicalité riemannienne au lieu de musicalité
pseudo-riemannienne. La musicalité diese-riemannienne est le plus souvent déno-
tée par un diese, i.e. par o au lieu de o8. J utiliserai o8 au lieu de o car le diese
dénotera la forme basique correspondante sur un fibré principal.

Proposition : Soient x € X,v € T, X, a € T X. Alors v’ (a?) = a(v).
Preuve : v'(a8) = g(v, ) = g(a8,v) = a(v). O

Proposition : Les musicalités riemanniennes s’ expriment localement comme
(8)" = giyde! et (dx')? = g9
Preuve : D’une part,
@)’ () = 80k )
= (gydx' ® dx’)(0k, )
= gi;dx'(0k) ®@ dx/ ()
= gyolde/ ()
= grdx/ ()
D’autre part, il existe des ay ; tels que

() = a0,
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Par définition de la musicalité diése-riemannienne,

S = " (9n)
= g((dxk)g’ Om)
= (giydx’ ® dx/) (a9, 0)
= gidx'(@"'9) ® dx/ (9n)
= 8ij0,a" 6
= gima"
C’est-a-dire, les matrices [a*] et [gin] sont inverses ’une de I’autre. Comme g; ;
est symétrique, a”/ est donc aussi symétrique. On pose g”/ := a’/. D’ou :

(dr')f = g0,

18.4 Produit scalaire sur les 1-formes :

Notation : Soienta, 8 € T; X deux 1-formes baséesenx € X.Lamétrique pseudo-
riemannienne g induit une forme bilinéaire non dégénérée sur les 1-formes :

(v el i TIXXT{X - R
(@, B) = (@, B), = a(B®)

Remarque : Lorsque g estriemannienne, ( -, - ), estun produit scalaire. Toutefois,
si g est pseudo-riemannienne, -, -), n'est pas forcément définie positive (ni
semi définie positive). Par exemple, pour g = dx ® dx — dy ® dy sur R, on a
(dx,dx), = dx(dy) = 1 et (dy,dy), = dy(=dy) = —1. Plus généralement, -, - ),
est définie positive si et seulement si g est définie positive. Par abus de langage
(un abus potentiellement fatal), je parlerai de (-, -), comme étant un "produit
scalaire" méme quand la signature de g peut étre lorentzienne. Il en sera de méme
pour la généralisation de (-, -), aux k-formes. Il en sera aussi de méme pour
I’éventuel "produit scalaire” (-, -), sur les k-formes différentielles. Bref, il me
faudra éventuellement faire attention a cette subtilité, e.g. dans le théoreme plus
bas Aa =0 <= da = 6 = 0 ou I'implication vers la droite n’est vrai que dans
le cas défini positif.
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Question : En fait, est-ce qu’il y a un nom concis pour forme bilinéaire symétrique
non dégénérée ? Quand j’en aurai trouvé un, changer "produit scalaire" plus bas
par ce nom. TO DO !!'!

18.5 Produit scalaire sur les k-formes :

Le dernier produit scalaire sur les 1-formes en induit un sur les k-formes. Soient
@, € AFT*X deux k-formes basées en x € X. On peut décomposer « et 8 en
produits extérieurs de k 1-formes :

a=a1AN...ANa et B=F1A...ABk
Le produit scalaire sur les k-formes est alors défini par :

() Vel t AMTIX X AFTEX —> R
(Q,’ﬁ) = det[(“hﬁ])g]

Si k =1, le produit scalaire sur les k-formes concorde avec celui sur les 1-formes.
Si k =0, le produit scalaire est simplement le produit de scalaires (f, g}, = f§-

Proposition : (dx’,dx/), = g".
Preuve : (dx',dx/), = dx/((dx/)®) = dx'(g/*0y) = 6% g/* = g/ = g". O
Proposition : Le produit scalaire sur les k-formes est symétrique.

Preuve : Découle du fait que g’/ est symétrique et que le déterminant est invariant
sous la transposition de matrice. O

Proposition : Soient o = a;dx’ et 8 = B;dx’ deux 1-formes ol ; et ; sont des
coeflicients réels pour i = 1, ..., n. Alors :

<a’:8>g = gijaiﬁj
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Preuve : On calcule directement :

(@) = (aidx’, Bidx'),
= a;dx'(B;dx/)®
= adx' (B¢’ )
= @6 Bg’"
= Oligﬂﬁj
= g'aiB;
O
Proposition : Soient @ =y A ... Aag et S =1 A ... A B deux k-formes. Alors
(@,B), = LS -l @

Preuve : (Par induction)

Etape de base : Pour k = 1, I’égalité recherchée est évidente.

Etape d’induction : Supposons 1’égalité vraie pour les (k — 1)-formes. Décompo-
sons a et § comme

a=aAag
B=PBABk
ou@=a)A...Aagetou =] A...ABi1. Par hypothése,
<d’,ﬁ> = L:Bi_l'“L:de/

Souvenons-nous que tx(u A v) = txu A v+ (=1)Pu A txv pour u une p-forme
et v une g-forme. Considérons la matrice [A;;] définie par A;; = (a;, B;),. Elle

est carrée et de taille k X k. Posons [Al.(,sjft)] la matrice de taille (k — 1) X (k — 1)
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obtenue en enlevant la ligne s et la colonne ¢ de la matrice [A; ;]. Calculons :
Lpsolps@ = Lﬁi...tﬂf(&/\ak)

= Lﬁi...Lﬁg(tlels'd/ Aay+ (—1)k_ld/ A Lﬁzlza/k)

= ‘ﬁi"'Lﬁ;“’(Lﬂf@ A ay + (—1)k_1(ak,ﬁ1)g€y)

= Lﬂi...Lﬁg(Lﬂfd’/\a’k+(—l)k_1Ak,1(i')

= Lﬁi...tﬁg(tﬂgtﬁf& A ag + (—l)k_ztﬁfc? A L’Bga’k)
+(_1)k_1Ak,1Lﬁi"'Lﬁ§5“,

= ‘ﬁi""ﬁ§(‘B§Lﬁf& Aag+ (—l)k_zAk,zLﬂ?zd’)
H(=1)* 1Ay ydet[ASD]

= Lﬂi...Lﬁi’(Lﬁgtﬁfd’ Aag) + (—l)k_zAk,zLﬁi...Lﬁgtﬂfd
H=1)* Ay ydet[A]SD]

~ - k,2
= Lﬁi...tﬂg(tﬁgtﬂiea A ag) + (-1)F 2Ak,2det[Al.(,j )]

H(=1) Ay ydet[A]D]

2
~ - k,l
= Lﬁi...Lﬁg(LBz;Llega/\ak)+ E (—l)k lAk’ldet[Ai(’j )]
=1
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En continuant ainsi de suite on arrive éventuellement a :

k-1

~ - k,l
Lﬁi(Lﬁf—l ...Lﬂggtﬁgtﬁfa’ A ag) + ;(—1)]( lAk’ldet[Ai(,J. )]

k-1
~ 5 — k,l
= 1 ((@ BYgi) + D (~1)F T A idet[A5"]
=1
k-1

- det[Al.(,]j.’k)]Lﬁiak + Z(—l)k_lAk,ldet[A[(f;’l)]
=1

= det[A{T 1k, Be)g +Z< 1F Ay det[ A

= (=D F A det[AY] +Z( D Ay det[AS"]

k
= D =D A det[A%"]
I=1
= det[A,-J]
= det[{ai, B),]
= (@,B),
O
Preuve : (autre preuve plus rapide) : On calcule directement :
Lﬁi.[/ﬁfa = a(ﬁg7 "'7ﬁ§)
= (a1 A...A a'k)(,Bg, aﬁi)
= det[a;(8%)]
= (@, f)g
O

Corollaire : Le produit scalaire sur les k-formes est linéaire a gauche et a droite.

Preuve : Par symétrie de (-, -),, il suffit de montrer que (-, -), est linéaire
a gauche. Soient «, 8,y trois k-formes. Par la derniere proposition on calcule
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directement :

(@+B,y), = Lyi...Lyf(a’ +B)

LySeebys@ + Lykg...Lyzl%ﬂ

(@, 7)g + (B, )¢

O

Remarque : Le produit scalaire (-, - ), : ART*X x AKT*X — R sur les k-formes

induit une application (-, -), : QK(X) x QX(X) — C™(X) sur les k-formes
différentielles définie point par point.

18.6 La signature s, de g :

Définition : La signature d’une métrique pseudo-riemannienne g est par définition

sg := sign(det[g;;]) € {-1,+1}

Remarque : Lasignature s, de g est indépendante du choix de coordonnée locale.

Remarque : La signature s, peut aussi €tre définie de manicre équivalente par
sg = (—=1)" ot t est le nombre de dimensions du sous-espace vectoriel maximal
d’une fibre tangente 7, X sur laquelle g|, est définie négative. Par exemple, si g est
de type (+,—,—,—)onat =3 etdonc s, = —1.

Remarque : La signature d’une métrique riemannienne est s, = 1. Mais I'inverse
n’est pas toujours vrai. En effet, une métrique pseudo-riemannienne g de type
(+,—, —) a une signature s, = 1, mais g n’est pas riemannienne. Plus bas il se peut

que j’ai fait ’erreur de dire « s, = 1 implique g riemannienne », ce qui est faux.
Revérifier ca. TO DO!'!!

18.7 La forme volume unitaire :

Définition : La forme volume unitaire Q, € Q"(X) est définie localement en
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coordonnées locales (x!, ...,x") sur U ¢ X par
Qlu = 4fldet[gi;]ldx" A ... A dx"
= yJsedet[g;;]dx! A ... A dx"
Remarque : La définition de 2, |y est moins "canonique" qu’elle n’en a Iair : elle

dépend de 1’ordre dans lequel on prend les coordonnées (x!,...,x"), i.e. dépend
d’un choix d’orientation locale.

Remarque : Lorsque X est orientable, il est possible de définir globalement
Q.. Si X n’est pas orientable, on ne peut définir £, que localement. Ceci dit,
la plupart des théoremes importants, e.g. le théoreme de Stokes, le théoréme de
décomposition de Hodge, etc., demandent aussi d’avoir X orientable donc ce n’est
pas une nouvelle condition dérangeante.

Remarque : Pour g riemannienne on a s, = 1 et donc :
Qv = y/det[gij]dx" A ... A dx"
Proposition : (Qg, Q,), = s,.

Preuve : Calcul direct :

(Qq, Q) = (yfldet[gi;]ldx" A ... Adx", JIdet[gi;]ldx" A ... A dx"),

= [det[g;;]1{dx" A .. Adx", dx! A A X",
= |det[g;;][det[(dx*, dx'),]
= |det[g;;]]det[g"']
= |det[g;;]|det[gx]™"
= |det[gi;]|/(sgldet[gr]])
= S_l

8
= Sg

O
Remarque : €, est « unitaire » au sens ou [(€2,, Qg) | = |s¢| = | £ 1| = 1.
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18.8 Opérateur x de dualité de Hodge :

Définition : L opérateur de dualité de Hodge
*: ART* X — AR X
est défini implicitement sur tout 8 € AKT?X par
@ A*pB = (a, B)Qq, Va, B e AT X

Remarque : J’écrirai parfois %, pour spécifier de quelle métrique g il s’agit.

Remarque : Si X estorientable, Q, est défini globalement. Dans ce cas, I'opérateur
de dualité de Hodge sur les k-formes % : AKT*X — A""!T*X en induit un sur les
k-formes différentielles x : Q% (X) — Q"% (X) défini point par point :

(%), = *(ay), VxeX, aeQfX)
Proposition : %1 = Q, et ¥Q, = s,.
Preuve : D’une part, Q, A %, = (Qg,,)Q, = 5,Q,. Comme *Q2, est une

fonction, on a donc (*£2,)Q2, = Q4 A *kQg = 5,Q. D’0ll xQ, = 5,. Aussi, x1 = Q,
puisque x1 = 1 A x1 = (1, 1),Q, = 1Q, = Q,. m]

Proposition : @ A B8 = (- "0 xa A B, Va,B e Q(X).

Preuve : Soient @, 8 € Q*(X). Alors xa, %8 € Q" %(X). En utilisant le fait que
(-, - )q est symétrique, on calcule directement :

aAxB = (cx,,B)gQg
= (B, a’)gQg
= BA*a
= (=D e a A B

Proposition : L'opérateur x est linéaire, i.e.

*x(aax+bB)=axa+bxp, Ya,b € R, a,B € QF(X)
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Preuve : Il suffit de remarquer que le produit scalaire sur les k-formes est linéaire
a gauche et a droite.

Proposition : % : AKT*X — A" KT*X est un isomorphisme.

Preuve : On vient de voir que * est linéaire. Il suffit de montrer qu’il est bijectif.
Puisque son domaine est de méme dimension que son image :

dimg (/\kT*X) - (Z) - (n ! k) = dimg (/\”_kT*X)

il suffit de montrer qu’il est injectif. Soit @ € A*T*X quelconque non nul. Alors
(- @), #0car (-, -), est non dégénéré. Donc (-, @), # 0. Donc - A *a # 0.
Donc xa # 0. O

18.9 Le carré de I’opérateur de Hodge :

Remarque : Puisque x1 = Q, et xQ, = s,, le carré de * est donné sur 1 et Q,
par :
*xl =15, et *kQg =15,0,

Le cas général est donné par la proposition suivante.

Proposition : Le carré de % sur les k-formes vérifie

x> = %ok = (—1)k(”_k)sg
Preuve : Preuve horrible ot il faut utiliser une base {dx', ..., dx"} de T7X.On peut
supposer g|; = g; jdx’ ® dx/ avec g; ; minkowskienne (i.e. diagonale a coefficients
+1). TO DO !!! (¢a se trouve un peu partout). |

Corollaire : x> = (=1)"k*ks, = (—=1)("*Dkg, .

Preuve : x% = (—1)k(=Kg, = (—1)”k‘k2sg = (—1)"k+k2sg = (—1)"**+kg, car k est
pair si et seulement si k2 est pair. O

R k(n—k
Corollaire : x~! = (1) )sg*.
Preuve : (—1)"*kg, = %2 implique %! = (—1)"*+kg . O
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18.10 Quelques propriétés de I’opérateur de Hodge :

Proposition : ( x @, *%f), = s¢(a, B),.

Preuve : Soient a, 8 deux k-formes. Ainsi, xa et x( sont des n — k-formes. En
sachant que %> = (—=1)* (”_k)sg et que (-, -), est symétrique, on calcule directe-
ment :
(ka,*f),Q; = (ka) A*(xB)

= (%) A*°B

= (- P (xa) A B

= ()R, (=DFPB A xa

= s54(B, a/>gQg

= sg{a@, B)

Proposition : Soit a une n — k-forme et S une k-forme. Alors :
(*a,B)y = (=D " a, %B),
Preuve : Par la derniere proposition, on calcule :
<*a,nB>g Sg<*(*a)’*ﬁ>g
= so( % a, %),
= Sg<(—1)(n_k)(n_(n_k))sal, *ﬁ>g
= (=D"a, xB),

18.11 Dualité de Hodge - formule explicite :

Proposition : Soit (X, g) riemannienne. Soit x € X. Soit @ € AT’ X. L'opérateur
de dualité de Hodge est donné explicitement par :

*Q@ = La’gQg
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ie.
*(al VANV a'k) = L(ak)g...t(al)ggg

Preuve : (Preuve par induction). Lopérateur de dualité de Hodge est défini
implicitement par @ A % = (@, f3) ;2. Pour montrer I’égalité désirée

*ﬁ = L('gk)g...t(lgl)gQg
il suffit donc de démontrer 1’égalité
a A (L(ﬁk)(gL(ﬁl);,Qg) = (a,ﬂ>g§2g

Jutiliserai la formule la formule tx(a A B) = (tx@) A B+ (=1)*a A (1x) pour
une k-forme a.

Etape de base : Fixons k = 1. Soient a et 8 deux 1-formes. On veut montrer que

a A (1ps€g) = (@, B) 82
Utilisons le fait que a A €, = 0 (car c’est une (n + 1)-forme). On trouve alors :

0

gz (@ A €y)
(L,gga’)gg + (—1)10’ A LﬁgQg
(@, B) Qg — a A (1:€2g)

D’ou I’égalité recherchée @ A (15:€2g) = (@, B) 4€2.

Etape d’induction : Fixons k > 1. Supposons maintenant que

*[ = Lpe Qg

est vrai pour toute k-forme £. Je veux montrer que 1’égalité est alors aussi vraie
pour k + 1. Considérons @ = a A o**' et B = B A BX*! deux (k + 1)-formes ot
@ et 8 sont des k-formes et ot a**! et B*! sont deux 1-formes. Ecrivons aussi
a=a' A..aoual,..., ok sont des 1-formes. Je veux montrer que :

@ A (L,égQg) = <d’,ﬂ~>ggg

On sait que
a A (LﬁgQg) =0
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car c’estune ((k+1)+(n—k)) = (k+1+n—-k) = (n+ 1)-forme. On trouve
alors :
0 = ey (@ A (1ge€))

= (tprnye@) A (1geQ) + (D) @ A Lgroyotpe Qg

= (ypye(a A ™)) AxB+ (=D a A Lﬁgg

= ((ypgrer)s@) A ak+1 +(-Dka A (L(ﬁk+l)ga’ M A*xB+ (=Dl A L3 Qg

= ((ygeyea) A"+ (=Dfa A @ BN ) AxB+ (=D A g Q,

= ((ygene@) A + (=D, BN ) AxB+ (=D @ A 1z Q

= (ypenye@) A AxB+ (=D (@ B @ A KB+ (D) A1 Q,

= (ypeoye@) AT AR+ (D)@ B (0 B Qg + (D) A 15 Q,

@ AgeQg = (- ¥ (L(geenye@) A HUA %8 + (a1, ﬁk+1)g(a,ﬁ)g§2g

Je veux montrer que :
@ A (15 Qq) = (@, B) €2

C’est-a-dire, je veux montrer que :
<d,7ﬁ~>gg2g = (_l)k(l’(ﬂk"'l)ga) A ak+l A *B + <ak+1’ﬁk+1>g<aaﬁ>ggg

Soit A = [(&/, ,Bf>] pouri,j € {1,...,k + 1}, une matrice (k + 1) X (k + 1) Soit
A®J) la matrice A privée de la hgne i et de la colonne j. Soit A = [{&, /)]
pour i, j € {1,...,k}, une matrice k X k. Naturellement, A%+-5+1) = A_ Un peu
d’algebre linéaire montre que :

k+1
detA = Z(—1)"+’<+1Al-,k+1det[A<l'”<+1>]
i=1

Ag+1,k+1det[ A +Z( 1A, idet[AGFD]
i=1

D’ou:

k
<&’ﬁ~>g — <a'k+l,ﬁk+1>g<a’,ﬁ>g + Z(_l)i+k+l (ai,ﬁk+1)gdet ([(al,ﬁj>g](i’k+l))

i=1
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D’ou

k

(@ B)gQ = (@ 1) (0, B @yt Y (-1 (0, B1) det ([, 7)1 D) @,
i=1

Je veux montrer que :

(@, 8)Q = (=D (ygerye@) A& AxB+ (@, B (@, B),Q,

C’est-a-dire, je veux montrer que :

k
(—l)k(t(ﬂkﬂ)ga’) A Clk+1 /\*:8 — Z(_l)i+k+l <a,l',ﬁk+l>gdet ([<al’ﬁj>g](i,k+l)) -Qg
i=1
Posons a(i). =a'' A..AT A...Aak ie. privé de o'. Posons aussi @) :=
@' AL AT AL AR e, privé de o T vérifie @) = o) A @**!. Remarquons
que :

Lphye@ = L(ﬁk+1)g(a1/\...a'k)
k

= Z(—l)”lal A A L(’Bk+1)ga’i Ao ANa
i=1

k
k

- Z(—l)’“(a’,ﬁ’”l)gal A AT A AGE
i=1

k
— Z(_l)Hl (a’,ﬁk“)ga(’)
i=1

D’ou :
(—l)k(t(’gkﬂ)ga’) A a/k+l A *f

k
— Z(_l)i+k+1<ai’ﬁk+l>ga(i) /\Qk+1 /\*:B
i=1
k . . .
— Z(_l)l+k+l<al’ﬂk+l>g&(l) /\*ﬁ
i=1
k . . .
— Z(_l)l+k+l<al,,8k+1>g<dl(l)’18>ggg
i=1
£ j j ] ,k+1
= DDl B de ([, )1 ) 2
i=1
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O

Remarque : Cette derniere proposition fort utile est parfois utilisée comme
définition de I’opérateur de dualité de Hodge. Voir Wikipédia anglais "Exterior
algebra", section sur la dualité de Hodge. Ca utilise la formule xoa = 1,¢£2, comme
définition de I’opérateur de dualité de Hodge. Ce qui est fort logique, bien plus que
la formule implicite @ A *B = (@, ) €2,

18.12 Dualité de Hodge de 1-formes en coordonnées locales :

Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n. Soient {x', ..., x"}
des coordonnées locales sur un ouvert U c X. Soit {0; := d/0x'} la base de
TyX correspondante et {dx'} sa base duale de T;;X. En coordonnées locales la
métrique s’écrit g|y = 2; ; gijdx' ®dx/. Pour alléger la notation, posons la fonction
G = det[g;;] € C*(U;R\{0}), de sorte que la forme volume unitaire s’écrive
plus simplement :

Q, = Jspdet[gr]dx’ A .. A dx" = f5,Gdx! A ... A dx"

Proposition : Sous les hypotheses qui précedent, on a :

*dx! = Z(—l)j+1gij\/ngdxl Ao A A LA X"
-

Preuve : On utilise la formule explicite de I’opérateur de Hodge qu’on vient de
démontrer :
*a = ng Qg
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On calcule directement :

*dx!

L(dxi)gQg

Ly, ¢179;€2¢

Z gijtaj.Qg
J

Z 8715,y/sgGdx" A .. A dx"
J

Z gij\/sg_GLaj (dx1 A A dx”)
J

Z(—l)jﬂgijx/ngdxl A AT A A X"
J

otl le dx/ veut dire que dx/ n’y est pas. O

Corollaire : Considérons une 1-forme différentielle @ € Q' (X). En coordonnées
locales elle s’écrit @ = }; @;dx'. Alors, sous les hypothéses qui précédent, on a :

*a|y = Z @i (=1)7 gl \[s,Gdx" A A i) AL A dX”
i,J
Preuve : Découle directement de la derniere proposition :
*(Z a,-dxi)
Z a; dxi
i
Z a; Z(—I)J“flgif\/ngdx1 A AdxT A LA dx”
J

i

*a’lU

Z a;i(~1) g\ [s,Gdx" A ... A dxi A ... Adx"
i.j
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18.13 Dualité de Hodge d’un wedge (formules pour) :

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne de dimension n. Soit x € X.
Soient :
a=a1A...Na, € NNT*X

B=B1A...ANByeNT*X

ot les a; et B; sont des 1-formes. Alors
*o(a AB) = Lgs - -lgs Kg
Preuve : En utilisant la formule de la derniere section, on calcule directement :

*o (@ AB) = Lﬁcgi...LﬁzlzLai...Lazleg

= Lﬁg...LIBlf’ *ga'

Corollaire : *,(a A p) = (—1)pqla§...Laf *g 3.
Preuve : Découle du faitque a A B = (-1)PIB A a. O
Corollaire : *,(a A *,83) = (—l)pn_qp+nq+ngLa§...La!f'ﬁ.

Preuve : Il suffit de mettre *,(3 au lieu de S dans le dernier corollaire et de se
souvenir que *§ = (—1)"ktkg,. ]

18.14 Formes auto-duales et anti-auto-duales :

Définition : Une (n/2)-forme « est dite auto-duale (self-dual) si :
*@ =«
et est dite anti-auto-duale (anti-self-dual) si :

*@ = —a
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Remarque : Pour avoir xa = +a sur certaines formes, il faut >« = a. Puisque
*2 = (- 1)""”‘ s¢,le contexte (i.e. les valeurs numériques k, n et s, ) peut déterminer,
via la contrainte (—1)"k*k s = 1, si des formes (anti-)auto-duales peuvent exister
ou non. Par exemple, il existe des formes (anti-)auto-duales sik =2, n =4, s, = 1
mais non si k = 2, n = 4, s, = —1. C’est, entre-autres, la raison pour laquelle la
théorie de Yang-Mills se déroule sur une variété riemannienne (+, +, +, +) et non
pseudo-riemannienne (+, —, —, —).

18.15 Produit scalaire L2 sur les k-formes différentielles :

Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne orientable sur laquelle on s’est donné
(-, - )g, Q, et % comme plus haut. Alors, on a aussi une forme bilinéaire sur I’espace
des formes diftérentielles :

(+, ) : QX)) xQ*(X) —» R
(@) — (@)= /X (. B2 = /X o A *p

Remarque : Lorsque la métrique g est riemannienne, la forme bilinéaire sy-
métrique (-, -), est définie positive, i.e. est un produit scalaire L sur Qk(X).
Dans ce cas, étant un produit scalaire, ( -, - ), est faiblement non dégénérée. i.e. la
musicalité bémol correspondante :

Qf(X) — (@ (X))
a (a, ),

estinjective. Ici (Q* (X))* dénote le dual algébrique de Q¥ (X). Pour une étude plus
poussée de 1’analyse fonctionnelle de 1’espace Q (X) des k-formes différentielles,
voir le livre de Georges de Rham, Variétés différentiables (1960), portant sur les
courants de de Rham.

Remarque : Plus bas de parlerai de (-, - ), comme étant un "produit scalaire"

méme lorsque g est pseudo-riemannienne. Bref, faire attention a cet abus de
langage grossier. Corriger ¢a un jour. TO DO!!!

Remarque : Plus bas je serai plutdt sloppy sur les questions touchant 1’analyse
fonctionnelle (dérivées faibles etc.). Un jour je devrai revenir la-dessus, une fois

que les "engrenages géométriques" seront établis. TO DO!!!
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18.16 Codifférentielle ¢ :

Définition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. La codifférentielle
§: QK (X) - QF1(X)

est définie par
§:=(=DF %1 dx

Remarque : La codifférentielle ¢ est aussi connue sous le nom d’opérateur de
Beltrami.

Remarque : Ici X doit étre défini globalement pour avoir Q, global et donc x
global. Bref, dés qu’il est question de ¢, la variété X est supposée orientable.

Remarque : Tout comme x dépend de g, la codiftérentielle 6 dépend aussi de g.
J*€crirai donc parfois 6, pour spécifier de quel g il s’agit.

Proposition : Sur Q*(X), on a les égalités suivantes :
k+n+1
6= (=1)"" s, kdx

5= (=1)™ ! & du!
Preuve : Montrons la premiére égalité. Soit @ € Q¥(X). Alors xa € QK1(X).
Alors d x @ € Q" * D (X). Posons k" :=n— (k+1) =n—k — 1. Alors :
sa = (-Dfx(dxa)

= (DR, % (d % a)

= (=) (=) kDD gy g

_ (_1)n2—nk—n+n—k—1+ksg *d%a

= (—1)”2_"k_1sg *xd*xa

N

= (~D)"™s wdxa
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Montrons la seconde égalité. En se souvenant que * = (—1)”k+ksg*‘1, on calcule
directement :
_ nk+n+1
oa = (-1) sgxdx
(_1)nk+n+lsg * d(_l)nk+ksg *—1
(_1)n+k+1 * d*_l

Proposition : Sur Q*(X), on a les égalités suivantes :
*x6 = (—1)kdx

Sk = (_l)n+k+1 xd
xd = (_1)n+k+15*
drx = (1) %6

Preuve : Découle directement des deux égalités
§=(-Dfxdx

6 — (_I)I’L+k+1 * d*—l

Proposition : §2 = 0.

Preuve : 62 =606 = +(x 'dx) o (x 'dx) =+ x 1 d®>x =0 card®> = 0. O

18.17 Codifférentielle 5 et opérateur adjoint d’ :
Définition : L'opérateur adjoint d’ de la différentielle extérieure d est défini
implicitement par
(d'a,B) = (¢,dB);,  Va € QN (X), Be QF(X)
De maniere équivalente :

(a,d'B); = (da, B),, Va € QF(X), B e QF1(X)
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Proposition : Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne orientable. Soient
a € QF(X) et g € Q1 (X) deux formes différentielles 4 support compact. Alors :

(da,B)g — (a,08)g = / a A%

0X

Preuve : Puisque X est orientable et « et 8 sont a supports compacts, on peut
utiliser le théoréme de Stokes. On calcule directement :

(da,B)e — (@,0B8)s = /X(da/\*ﬁ—a/\*dﬁ)
= /X(da/\*/j—a/\*((—l)k“*‘ld*ﬁ))
_ /X(da/\*ﬁ+(—1)ka/\d*,8)

= /Xd(a A *B)

= / a A %[
0X

Remarque : Ici x est x, sur X et non sur dX. Donc le terme /ax a A xf3 ne
s’écrit pas simplement («, 8), sur 0X. Pour écrire ¢a comme intégrale sur X il
faut décomposer la métrique g dans un voisinage de dX, etc.

O

Remarque : J’aimerais bien avoir une égalité similaire a celle de la derniere
proposition pour

(50/’ ﬁ)g - (a/a dIB)

en termes de fa y @AxB.J entrouve une en termes de f(9  BA*a. Uneidée pour aller
de B A xa 2 @ A xf3 serait d’utiliser la symétrie de (@, B), et @ A xf8 = (@, ) €2
Le probleme est que cette dernicre égalité n’est vraie que pour « et 8 deux k-
formes, et non une k-forme et une (k + 1)-forme. Néanmoins, il me semble que si
la métrique est localement du type g = & +df ® dr avec g sans dt (i.e. g(dy, -) = 0)
au voisinage de 0X, il y a moyen de relier x, sur X et *; sur le bord 0X, etc.

Remarque : Dans la preuve j’ai utilisé le théoreme de Stokes. Tel que mentionné
au tout début du présent document, le théoreme de Stokes présuppose M orientable
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et aussi que la forme différentielle soit a support compact. Si on ne suppose pas a
support compact, on se retrouve avec des pathologies de ce type :

0:/x:/ x”:”/ dx:/ dx:/ x:/ x:xl(l):l—O:
0 0]0,1[ 10,1 [0,1] d[0,1] {0,1}

Ici, le probleme avec 1’égalité ” =  est que x n’est pas a support compact sur
10, 1[. La théorie de Hodge repose lourdement sur le théoréme de Stokes. Il faut
alors faire doublement attention a ce que la forme différentielle en question soit a
support compact. Comme je n’ai pas fait trop attention ajouter cette condition dans
les proposition, il faudra que je fasse ¢a éventuellement. Mais ¢a ne sera pas trop
compliqué car il suffira de changer Q* par QF ot le ¢ dénote a support compact.
TODO!!!

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable sans bord (i.e. 0X = 0).
Alors, sur I’espace des formes différentielles a support compact, la codiftférentielle
o est égale a I’opérateur (-, - ),-adjoint d’ de la différentielle extérieure d, i.e. :

(da, B), = (a, 58),, Va € QX (X), B e Q1 (X)

Preuve : Découle directement de la derniere proposition. |

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable avec un bord. Suppo-
sons a|gx = 0. Alors 6 = d'.

Preuve : Découle de (da, B), — (@, 08), = fax a A xpf. O

Remarque : Est-ce aussi vrai si S|sx = 0? La subtilité apparait ici dG au x sur
X. 1l faut alors distinguer deux restrictions : celle ol B|sx = 0 est de dire que 8
en 0X s’annule dans la direction Tyx(0X) et celle ou B|sx = O est de dire que
Blox s’annule dans toutes les directions de Tyx X. Si elle s’annule dans toutes les
directions de X, alors %3 sera nulle sur Tyx X et donc sur TyxdX C TyxX. Dans
ce dernier cas, on aura aussi § = d’.

18.18 Codifférentielle 6 en coordonnées locales sur Q' (X) :

Proposition : Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne. Soit @ € Q!(X),
une 1-forme différentielle sur X. Considérons une carte locale (x!, ..., x") sur un
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ouvert U en (X, g). Localement, a|y = «a jdxf pour certaines fonctions réelles
a; € C*(X;R). Posons G := det[g;;] € C*(U;R\{0}). Soit s, := sign(G) la
signature de g, i.e. le signe de G, de sorte que |G| = s5,G. Alors, la codifférentielle
de a s’écrit localement explicitement comme :

1 .
Sealy = ———3, (§7[Gla,

Preuve : Je sais que § = (—1)"®**ls, % dx. Plus haut, j’ai démontré qu’en
coordonnées locales 1’opérateur de Hodge agit sur les 1-formes différentielles
comme :

*aly = Z @i (=1)7 g \[5,Gdx' A . A A A dX"
i.j

309



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

On calcule alors directement :

Saly = (1) s, xd % (a;dx’)
= —s5, *dx (a;dx’)
- _sg*dza-(-n-i“gl‘f 5,Gdx' A AdXT AL A dx”
- sg*dZoz,( 1)/ g7 \[5,Gdx" A ... Adx) A ... Adx"
- sg*Z( D (9
- sg*Z(—UJ (aj( ))( D dx! A A dx"
- S oo o
e S o e -
- S o ) e
5 (o o))
()
< 3 o o)

( ))dxj/\dxl/\.../\d/x\f/\.../\dx”

Proposition : Sous les mémes hypotheses que la derniére proposition, on a :
dea|y = —gt ((9 aj — Fikjozk)

Preuve : Plus haut, j’ai montré que :

g'Ty; = \/—_6 (ViGlg*)
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Ainsi, par la derniére proposition, on calcule directement :

1 .
sply = ——=0 (¢ ViGlax )

ViGI

1 : 1 .
= ——— 0 (s"VIGl) ot - —— (3ew) g"V[G
NTe] (¢VIG1) e Ji o0& ViG

ij -k ik
= gljrijak_gl Oiay

_ Tk ij
= g'I';ax — g/ i

= —g" (Bl-aj - Fl-’}a/k)

18.19 Codifférentielle 6 en coordonnées locales sur Q" (X) :

Proposition : Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n. Soit
a € Q*(X), une n-forme différentielle réelle sur X. La n-forme a peut s’écrire
comme @ = f -, pour une certaine fonction f € C*(X;R). La codifférentielle
de a s’écrit :

dga = —*df
Preuve : Souvenons-nous que §, = (—1)"**"*1s, % dx et que *,Q, = s,. Ici,
k = n. On calcule alors directement :

Sea = (=1)"™ s, s dx (fQ)
= (=D s wd(f * Q)
— (_1)n+n+lsg*d(fsg)
= —xdf

O

Proposition : Soit (X2, g) une surface pseudo-riemannienne. Soit @ € Q*(X),
une 2-forme différentielle sur ¥. Considérons une carte locale (x', x?) = (x, y) sur
un ouvert U en (X, g). Posons G := det[g;;] € C*(U;R\{0}). Soit s, := sign(G)
la signature de g, i.e. le signe de G, de sorte que |G| = s5,G. Localement, a|y =
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fdx Ady pour une certaine fonction réelle f € C*(X; R). Alors, la codifférentielle
de «a s’écrit localement explicitement comme :

Sgaly = —* d(fIG|™'"?)
Preuve : Localementon a:
aly = fdxAdy

= fIGI"2|G|Y2dx A dy

= f1GI7?q,

= fQ,
ol f = f|G|~/2. Par la derniére proposition, on a 5, (f - Q,) = —xdf. Onadonc:

Sgaly = —*df = —*d(fIG|"'/?)

O

Proposition : Soit (X2, g) une surface pseudo-riemannienne. Soit @ € Q*(X),
une 2-forme différentielle sur X. Considérons une carte locale (x', x?) = (x, y) sur
un ouvert U en (X, g). Posons G := det[g;;] € C*(U;R\{0}). Soit 5, := sign(G)
la signature de g, i.e. le signe de G, de sorte que |G| = s5,G. Localement, a|y =
fdx Ady pour une certaine fonction réelle f € C®(X;R). Alors, la codifférentielle
de « s’écrit localement explicitement comme :
Sealy = 1GI'?01(f1GI7?)(g"dx — ¢''dy)
+ G202 (FIGI7?) (¢%dx — g*'dy)
Preuve : D’abord, on a:
*odx = 1(dr)2€2g
= Lgllal+g1262|G|1/2dx Ady

= g11L51|G|1/2dx A dy +g12L52|G|1/2dx A dy
— g”|G|l/2dy—g12|G|1/2dx

*edy = Lay)ell
= nglal_,_gzzazlGll/zdx Ady
= ¢"'15,1G|"?dx A dy +g%15,|G|'dx A dy
— g21|G|1/2dy _g22|G|l/2dx
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On calcule alors directement :

(=D s, xd * (fdx A dy)

= —sgxd(f * (|G["V2|G|"%dx A dy))

= —sg *d(fIG]? * (Qy))

= —sg xd(f|G|7%s,)

= —xd(fIG|™"?)

= —x (16 P)dx! + au(£1GI ™))

= —31(fIGI™?) % dx! = 8, (fIG[7/?) % dx®

= —0i(fIGI""?)(g"G|'dy - g"|G|"2dx)
~0o(fIGI7)(g*"1G| 2 dy — g*|G|'*dx)

= |G"260:(fIGI""*)(g"dx — g'dy)

+ G20, (FIG|™'?) (g%dx — g*'dy)

daly

Proposition : Sous les mémes hypotheses que la derniere proposition, on a :
Sealy = (81]‘ - %fg"féhgij) (g"%dx —g''dy)
+ (ébf - %fgijazgij) (g%%dx — g*'dy)
Preuve : Plus haut j’ai montré que :

~ 1 ..
GI™ 201G = Sg" Dhgyy

_ Ly
(G120 GI™ = =387 gy
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Par la derniere proposition, on calcule directement :

sealy = 1GI"201(FIGI7" ) (g"dx — g''dy)
+G'20,(FIG|™"?) (g%dx — g*'dy)
= |GI"2(()IGI™* + f01IG]7"?) (g"2dx — g''dy)
+HGI"2 (B N)IGIT 2 + f0,1G71/?) (g% dx — g*'dy)

1
= (31f - Efgljalgij) (g'%dx - g''dy)

1
+ (azf - EfgljaZgij) (g%2dx - g*'dy)

m|
18.20 Regle de Leibniz sur ¢ :
Proposition : Soit X sans bord et ; € QP (X), n, € Q4(X). Alors :
o Am) = ...
Preuve: ... TODO!!! O

Remarque : En fait il semble bien qu’il n’existe aucune regle de Leibniz sur la
codifférentielle 6. Du moins, il n’en existe pas de jolie. J’ai essayé bien des choses
mais c¢’est toujours horrible. Le probleme est que x, ne passe pas bien a travers le
wedge. Voir feuilles de je ne sais plus quelle date.

18.21 Divergence d’un champ vectoriel :

Définition : La divergence div(v) € C*(X;R) d’un champ vectoriel v € X(X)
est définie par :
div(v)-Q, = £,Q,

Proposition : La divergence peut s’écrire de maniere équivalente comme :

div(v) - Qg = di, L,
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Preuve : £,Q, = di,Q, +1,dQ, = di,Q,. O

b

Proposition : Soit v € X(X) un champ vectoriel. Soit @ = v’ sa musicalité

g-bémol, ie. g(v, ) =a,ie.v = at. Alors :

div(v) = —6,(+")

Preuve : On commence avec la définition de la divergence (div(v)) Q, = dt, Q.

On y substitue of = v :
(div(v)) Qg = de 1 Q,

Mais ¢,3Q, = *,a. D’ol :
(div(v)) Q, =d*«a
On y applique *, des deux cOtés :
(div(v)) x4 Qg = *od *, @
En se souvenant que *,£2, = s, et que d,a = (—1)”k+”+1sg *¢ dx, on trouve alors :
(div(v)) sg = (=)™ 5.0

Mais k = 1. Donc :
div(v) = -6,

D’ou :
div(v) = =6,(+")

O

Proposition : En coordonnées locales {x'} sur U, la divergence covariante de
v = v'0; est explicitement :

divi)ly = G172, (|G 112V)

Preuve : On a div(v) = —6g(vb). Soit @ = v'. Localement, a|y = a;dx’ o
«; = g;;v'. Plus haut j’ai montré que localement :

50lu = -IGI™5; (]G
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D’ou :

div(v)|y

~5,(")v
—5ga’|U

GI7120; (71612
G20 (1G1'2')

O

Proposition : En coordonnées locales {x'} sur U, la divergence covariante de
v = v'0; s’écrit explicitement de toutes les manieres suivantes :

div(v)|y

Preuve :

G20 (1612
o' +V'|GI7 1?0 |G|'?
v’ + %vi|G|_18i|G|
v+ %v’& In|G|

v +vig;In|G|?
v +viFl.]‘,€

1.
o' + Evlgklﬁigkz

Calcul direct en utilisant la derniere proposition ainsi que la suite

d’égalités dans la section sur la géométrie riemannienne :

k
Fi k

IG|7126,|G|'/?
1
Egklaigkl
IG|7126,|G|/?

Remarque : En écrivant ' f = "/, f, on a aussi :

div(Vf) = 80" f + (8if)ri17<
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18.22 Opérateur de Hodge-de Rham D =d + ¢ :

Notation : Posons :
Q°(X) := &}_,Q"(X)

Q2 (X) = @)_,Qk(X)

Remarque : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. La forme bilinéaire
(-, -)g surchaque QF(X) s’étend naturellement 2 une forme bilinéaire sur Q°*(X) :

(+, ) 1 Q(X)xQ*(X) =R
Cette derniere forme bilinéaire est définie de telle sorte que deux sous-espaces

QP (X) et Q4(X) de Q*(X) soient ( -, -),-orthogonaux lorsque p # q.

Remarque : Si g est riemannienne, cette derni¢re forme bilinéaire ( -, -)g est un
produit scalaire.

Définition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. L opérateur de Hodge-
de Rham
D:Q*(X) - Q*(X)

est par définition
D:=d+6 € End(Q*(X))

Remarque : Tout comme la codiftérentielle 6 dépend de la métrique g, I’opérateur
de Hodge-de Rham D dépend aussi de g. Pour cette raison, j’écrirai parfois D,
pour spécifier de quel g il s’agit.

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable sans bord. Alors, sur
I’espace des formes différentielles a support compact, ’opérateur de Hodge-de
Rham D est (-, - )¢-adjoint, i.e. :

(Da.B)g = (@.DP)y.  Va.p e QLX)

Preuve : Compte tenu des hypotheses, 6 = d’. Donc d + § = 2sym(d). Mais
sym(d) est toujours auto-adjoint. Explicitement :

((d+96)a,B)g = (da, B)g + (6, B)g = (a,6B) + (@, dB)g = (a, (d +6)B),
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18.23 Opérateur de Laplace-de Rham A :

Définition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. L’ opérateur de Laplace-
de Rham A € End(QF (X)) sur I’espace des k-formes différentielles est défini par

A:=ds+6d=(d+6)* =D’

Remarque : L'opérateur de Laplace-de Rham A est aussi nommé laplacien de
Hodge, ou encore laplacien de Hodge-de Rham. Tel que discuté plus haut dans la
section sur la géométrie riemannienne, I’opérateur de Hodge-de Rham Aj gr est a
ne pas confondre avec ’opérateur de Laplace-Beltrami A g. Sur les fonctions, on
aArgrf = —ArLpf. Plus bas, il sera toujours question de I’opérateur de Laplace-de
Rham ALdR-

Remarque : Puisque A dépend de la métrique g, j’écrirai parfois A,.

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable sans bord. Alors A est
(-, - )g-auto-adjoint sur I’espace des k-formes différentielles a support compact,
ie.

(A, B)g = (@, AB)g, Ve, B € QLX)

Preuve : Découle du fait que A = D?> = (d + 6)? et du fait que D = d + & est
auto-adjoint lorsque X = 0. O

Proposition : Si 0X # 0, A n’est pas auto-adjoint. Néanmoins, il est auto-adjoint
lorsqu’on se restreint aux k-formes différentielles @ € QX (X) telles que a|gx = 0

(i.e. conditions de Dirichlet sur les k-formes différentielles ?).

Preuve : TO DO!!!1l faut aussi distinguer ce qu’on veut dire par «|5x = 0. Est-ce
a nul sur Tyx X ou seulement sur TyxdX ? FAIRE LES DETAILS ! !'! O

Preuve : Montrons que si X est a bord A n’est pas auto-adjoint. Considérons le
contre-exemple suivant :

X=[0.1]. g=dc@d. (fl,fz)g=/[01]f1(x)f2(x)dx
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Danscecas, Af(x) = 63 f. Par intégration par partie, on calcule alors directement :

(Afis f)y = /[Ollmﬁfl(x))fz(x)dx

(B fy (D) o)} /[ RGO

((0ef1 () L2(0)) g = (Fi(x) (Dxfa(0)))]g + /[ . () (87 f2(x))dx
((0ef1 () 2(x) = @) B a())g + (fi- Af2)g

L’opérateur A est ici non auto-adjoint puisque le terme

(31 (0)) o(x) = fi(X) (B (X))

est non nul pour fi(x) =x?/2et fr(x) = 1. O

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. Alors xA = Ax.

Preuve : Souvenons-nous que sur QX(X) on a § = (=1)"8*ls, x dx et x> =
(=1)"k*ks,. Posons a € Q% (X). Alors :

*Aav = *dda +xdda
= x(=1)" R e d ke da + *d(—1)" s, % d * @
— (_l)nk+n+n+1sg *2 dx d(—l)nk+ksg *2 a+ *d(—l)nk+n+lsg *d(*a/)
= (=DM dxd** @ +xd(=1)"" g, % d(*a)
= (=DM (=)n=emks dx d x* @ + *d(=1)" s, % d(%a)
= d(-1)""s, x dx (x@) + (=1)" g, % d % d(*a)
= d(=1)"mHl e ke dx (ka) + (1) TRV e d w d(ka)
= dé(xa) + dd(*xa)
= Axqa

O

Définition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. Une k-forme différen-
tielle @ € Q¥ (X) est dite harmonique si Aa = 0.

Proposition : Soit (X, g) pseudo-riemannienne orientable. Alors ’opérateur de

dualit¢ de Hodge envoie des formes différentielles harmoniques a des formes
différentielles harmoniques.
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Preuve : Soit @ harmonique quelconque. Alors A(xa@) = *Aa = %0 = 0. O

Proposition : Soit (X, g) riemannienne orientable et sans bord. Soit @ € QF(X)
une k-forme différentielle a support compact sur X. Alors :

Ad=0 & da=0a=0
Preuve : L’implication vers la gauche est directe :
Aa = dda +ddéa =60+d0=0
Montrons I’implication vers la droite. Supposons Aa = 0. Alors :

0 = (0,a),
= (Aa,a),
= ((do+dd)a, a),
= (dda,a)e + (0da, @),
= (0a,da), + (da,da),

2 2
= lléally + [lde]lg

Puisque la métrique g est riemannienne, ( -, - ), est défini positif. Donc ||(‘5a/||§ >0
et [[da||? > 0. Donc ||5a||§ =0et ||da||§ = 0. Donc 6a =0 et da = 0. O

Remarque : Dans la derniere proposition, il est important d’avoir X sans bord,
sinon ¢ n’est pas I'opérateur adjoint de d. Il est aussi important d’avoir g rieman-
nienne sinon on a pas forcément ( -, - ), défini positif. Enfin, il est aussi important
d’avoir X orientable et @ a support compact sinon les hypotheses du théoreme de
Stokes ne sont pas vérifiées.

Proposition : Soit (X, g) riemannienne orientable et sans bord. Alors I’opérateur
de Laplace-de Rham A est non négatif sur QX (M), i.e. :

(Aa, @), >0, Va € QIC‘ (X)
Preuve : Pareil comme la preuve de la derniére proposition :

(Aa, @), = (e, 6a), + (da, da), = [|6e|l} + [|de]|} > 0
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Remarque : Je devrais ajouter de la théorie sur les opérateurs ici. Si g est
riemannien, A est elliptique. Si g est pseudo-riemannien, A est hyperbolique. A
faire (dans la section sur I’analyse fonctionnelle, en coordonnées locales). TO
DO!!!

18.24 Opérateur A en coordonnées locales sur C*(X;R) :

Proposition : Soit (X, g) une variété pseudo-riemannienne. Soit f € C*(X;R)
une fonction lisse réelle sur X. Considérons une carte locale (xl, ..., X™) sur un
ouvert U en (X, g). Posons G := det[g;;] € C*(U;R\{0}). Soit 5, := sign(G) la
signature de g, i.e. le signe de G, de sorte que |G| = 5s,G. Alors :

f|U——T5(U\/_3f)

Preuve : J’ai démontré plus haut que sur une variété pseudo-riemannienne (X, g),
la codifférentielle § agit localement sur une 1-forme différentielle @ € Q'(X)
comme :

oaly = 6(ajdx/)——\/?8( J\/_cxj)

En prenant @ = df, on trouve directement ce qu’on cherche :

Aﬂuzavw=6«@ﬂmw——vfﬁ(”J_bf)

Proposition : Sous les mémes hypotheses, on peut réécrire A f|y comme :

Afly =g (8,0, - T i f

Preuve : (preuve 1) : Plus haut, dans la section sur la géométrie riemannienne j’ai

démontré que :
g'T}, = —a/(+IGlg")

\/_

2gil (0,811 + Okgj1 — Dig k)
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sont les symboles de Christoffel de g en coordonnées locales. On calcule alors
directement :

- (Vig1) " & (¢7ViGTa, )

~(VIGT) " (& (s7VIGT) 0,1 + £ \TGTa9;
- (vig1)” 1al(”J_)af <190,

- (VIGT) " a1 (s"VIGT) ks ~ 0161

¢IT o f - 60,0, f
~g" (@10, £ - T e

Afly

O

Preuve : (preuve 2) : Plus haut, j’ai démontré que localement, pour @ € Q!(X),
ona:

Sealy = —g" (0011 Ft-kjozk)

En prenant o = df, i.e. @; = 0;f, on a directement ce qu’on cherche :

Agflu = 6¢dflu

6ga|U

—g" (10;f - T 00 f

18.25 Opérateur A, et divergence :

Considérons une fonction f € C®(X;R). Alors son gradient est Vf = (df)¥. Il
suit que la divergence du gradient de f est :

~8,(((df)H")
= —Sgdf
= —Af

div(Vf)
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En particulier, en coordonnées locales, on a :
div(Vf) = —-Agf
= gij (alajf - Fl];akf)
En particulier, si J = Vf est un "courant de charges", alors I’équation A, f =
—div(J) implique :
Agf =0 & div(J) =0

Dans le cas d’une métrique pseudo-riemannienne g de type (+, —, —, —) comme en
relativité générale, on voit que 1’équation de continuité 0 = div(J) sur le gradient

J =V f d’une fonction de phase f est équivalent a I’équation d’onde A, f = 0. Une
telle relation semble utile pour I’approximation WKB ¢ = exp(iS/h) en prenant

f=S.

Remarque : Je peux aussi montrer 1’égalité div(V f) = —A, f en coordonnées
locales. Localement, on a :

divi)lo = \/%ai (viGhv)

V£l =g"0fo,

1 .
Afly = ———=0; (g”VIG|o; f
' Gl ( /)
On trouve en effet :
div(Vf) = div(gV(8:1)d))

= \/%d' (\/ﬁgijajf)
1 g
= \/ﬁai (gl]\/ﬁajf)

= -Aflu

Remarque : Ici, il était question du laplacien de Laplace-de Rham Ay gr = do+4dd.
Tel que discuté dans la section sur la géométrie riemannienne, sur les fonctions, la
relation entre I’opérateur de Laplace-de Rham Ap gr et celui de Laplace-Beltrami
Arg est ALgrf = —Argf. Ainsi,on a :

div(Vf) = —ArLar f
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div(Vf) = ALsf

Remarque : En écrivant §'f = g9, f, on a aussi :

At f =div(Vf) = 80" f + (0" )T}

18.26 Ellipticité de A sur Q' (%) :

Remarque : La prochaine proposition se généralise. Mais je n’ai besoin que de
Iellipticité de A sur Q' (Z?).

Proposition : Soit (X, g) une surface munie d’une métrique riemannienne g.
Alors, A = dé + §d est un opérateur elliptique agissant sur Q! ().

Preuve : Considérons des coordonnées locales (x!,x?) = (x,y) sur U c X. Soit
a € Q'(2). Localement, a|y = ajdx+asdy pour e, @ € C®(U;R). Pour étudier
Iellipticité de A sur Q' (X), il suffit de regarder le symbole principal de A sur a|y.
C’est-a-dire, il faut regarder les dérivées de plus haut degré de Aa|y. D’abord,
souvenons-nous que :

(5(0,’,'dxi) = —gijéiaj + g"jFl.kjak

8(fdx Ady) = — % d(f|IG|7"/?)
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Ainsi, en ne gardant successivement que la partie principale, on trouve :

Aaly

oda + dda

6d(ajdx’) +do(e;dx’)

0((01ay — dhay)dx Ady) + d(—gij('i,-aj + gijl“l.’;.ak)

— % d((B1a2 — 021)|G|7"?) = g B Bjcrjdx* + gV T Byard’

— % (8(D1a2 = 30)) |G| Pdx' - gV OB

~(8id1a2 — 8;0001) |G| % dx' — g Ay By jdx*

—(0;01a2 — (91'(92&1)|G|_1/2Lgi10j9g ~ 8 O drarjdx*

—(Bi01a2 = :0201)|G 7 (871G |2y — g71G|'2dx) - ¢ Bt
(02 — B0201) (' dy — g2dlx) — gV Oy jdlx*

829012 — 0;0h1)dx — g (8012 — b))y — gV Oy Oy jdx*
(8"%010102 + g2 020122 — g'2016201 — g7 02021 )dx

+(g"' 010201 + g% Drbhary — g1 010100 — 821 320122)dy

—(g"' 010121 + g2 0101 + g'%010122 + 87281 Dra2)dx

—(8"' 0121 +g*' 0r0ha) + "7 0012 + 7202020)dy

—(g" 01011 + g'0100a1 + 8218102y + 872 Dr0r1)dx

~(g" 010102 + g1 02012 + "2 02012 + g2 Drr ) dy

Ainsi, le symbole principal de A agissant sur Q! (X) est du type :

a1dx — —(g116161a1 + g128182a/1 + g21616201 + gzzazﬁzaq)dx

ardy — —(g“ﬁlalaz + g216281a2 + glzﬁzalaz + g228282a/2)dy

L’ application linéaire correspondante est donc une matrice identité 2 X 2 multipliée
par ||€]|2, ce qui est inversible dés que & # 0. D’oti I'ellipticité de A sur Q! ()
désirée.

O

Remarque : Cette dernicre proposition serait évidemment fausse si g n’était pas
riemannienne mais plus généralement pseudo-riemannienne. En effet, le terme
trouvé ||& ||§ pourrait étre nul tout en ayant & # 0, e.g. en prenant & lightlike.
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18.27 Théoreme de décomposition de Hodge (version naive) :

Notation : Posons :
QF .= QF(X)
W1 = im(d|gr-1)
W, = im(5|Qk+|)
W3 = im(A|gk)

Proposition : Soit (X, g) une variété riemannienne orientable fermée (i.e. com-
pacte et sans bord).

Wll = ker (6 - QF - Qk_l)

Wi = ker (d: @ — @)

Wi =ker (A1 QF - QF)
Preuve : Montrons la premiere égalité :

1

(im (d Lk Qk)) {@ € Q4(a.dB), =0, VB € Ok}

= {o e QF|(6a,B), =0, VB € Q1)

= {a € Q"|6a =0}

= Ker (5 L QF & Qk—l)

Montrons la seconde égalité :
k1 K\\© k k+1
(im(6:9+ o) )) = {a e Q(a,8B), =0, VB € OF*1}
= {a € Qf|(da,B); =0, VB € @1}
= {a € Q"de =0}
= ker (d L QF Qk”)
Montrons la troisieme égalité :
k A\ k k
(im(A:Q o) )) = {a € QF|(a,AB), = 0, VB € O}
= {a € Q"(Aa,B), =0, VB € Q*}
= {a e QF|Aa =0}
— ker (A L QF 5 Qk“)
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Proposition : Soit (X, g) une variété riemannienne orientable fermée. Alors :

{0} =W, ﬂVVIL
{0} =W N W5
{0} =W;s ﬂW;‘

Preuve : Les Wi, k = 1,2, 3, sont des sous-espaces vectoriels d’un préhilbertien
Q. Dou Wi N Wik = {0}. O

Proposition : Soit (X, g) une variété riemannienne orientable fermée. Alors :
Wy =W nWwy
Preuve : Il suffit de montrer que :
ker (A QF — Qk) = ker (5 cQF Qk_l) N ker (d (QF Qk”)
Découle de Ao =0 — da =da =0, Va € QF. m|

Proposition : (FAUSSE PROPOSITION) Soit (X, g) une variété riemannienne
orientable fermée. Alors :
Wiz =W; & W,

Preuve : (FAUSSE PREUVE) En prenant le perpendiculaire de I’égalité de la
derniére proposition, on trouve :

Wit = (Wi n W)t =wite w;
Il suffit alors de montrer que :
Wit =W, Vk=1,2,3

MALIS JE N’AI AUCUNE RAISON DE CROIRE QUE C’EST VRAI!!! En effet,
W < QF est un sous-espace vectoriel d’un préhilbertien. Rien ne me garantit que
W]j‘ L= Wi. O

Remarque : Pour V préhilbertien et W < V non fermé, on a (W+)* # W.
Autrement dit, il y a de fortes chances que la derniere proposition soit fausse. Une
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maniere de remédier a ce probleme serait d’utiliser le fait que pour V hilbertien
et W <V fermé on a W+ = W. Autrement dit, je pourrais d’abord compléter le
préhilbertien QF 2 un espace de Hilbert, puis considérer la fermeture W des sous-
espaces considérés. Le probleme est que je tomberais dans un contexte d’analyse
fonctionnelle qui perd de vue la géométrie derriere. Non, visiblement je suis arrivé
a un cul-de-sac. En fait, pour démontrer le théoreme de décomposition de Hodge,
il ne faut pas passer par 1’égalité démontrée plus haut :

1
(im (A ok 5 Qk)) = ker (A -k - Q")
mais plutot par :
1
(ker (A S Qk Qk)) =im (A S Qk Qk)

Cette derniere égalité est difficile a montrer. L’inclusion dans un sens est facile.
L’inclusion dans un autre sens demande un théoréme de régularité qu’on retrouve
dans [Warner]. Cette derni¢re manicre est la bonne maniére de démontrer le
théoreme de décomposition de Hodge. C’est ce que je ferai dans la prochaine
section. Mais avant d’y aller, je vais établir d’autres vrais résultats puis établir une
fausse preuve du théoréeme de décomposition de Hodge.

Remarque : Ceci dit, il est vrai que W3+ = W3. C’est précisément ce que montre
[Warner] quand il montre que :

(ker (A . QF - szk))l —im (A L QF Q")

Ca passe par un théoreme de régularité. Aussi, apres coup, par le théoreme de
décomposition de Hodge on a forcément W3 fermé dans le préhilbertien QF =
W3 @ W3. Ce sont les sous-espaces Wy et W, qui sont plutdt problématiques. Sont-
ils fermés ? On a vu plus haut que si V = V| @ V; est préhilbertien, alors V; et V;
sont fermés en V. Dans notre cas, le théoreme de décomposition de Hodge dit que
Qk=w, oW, ® W; . On se retrouve donc avec plusieurs égalités :

of = (Wiew)ews
= Wl@(WzéBW;)
= (W]GBW;‘)EBWQ

Donc, tous les sous-espaces suivants sont fermés en QF :

Wi W, W;' W, e W, W, & W3J' W & W;'
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Aussi, puisque QF = W5 @ Wi, alors on a aussi W fermé.

Proposition : On a :

Wi LW,
Wi nw, = {0}
Preuve : Montrons la premiére égalité. Pour u € Q%! et v € Q**! quelconques,
ona:
(d/”l9 6V)g = (dzl'la V)g = (Oa V)g = O
La seconde égalité découle de la premiere. O

Théoreme : (de décomposition de Hodge) : Soit (X, g) une variété riemannienne
orientable fermée. Alors Q se décompose en somme directe orthogonale :

o = wew,oWws
= im (d N oLt N Qk) ®im (5 QF Qk) o ker (A L QF o Qk)
Preuve : D’abord, on sait que :

o = wyewt
W]@WQ@W;
im (d:Qk“ —>Qk) ® im (5:9“‘ —>Qk) @ Ker (A:Qk —>Qk)

(LA PREMIERE EGALITE EST INJUSTIFIEE ! ! !). (LA SECONDE EGALITE
EST LA FAUSSE PROPOSITION PLUS HAUT ! !). O

Remarque : La présente preuve du théoreme de décomposition de Hodge est
visiblement mauvaise. D’abord car elle utilise la fausse proposition de plus haut
et ensuite car elle suppose vrai que :

of =ws @ Wy

Mais cette égalité est pour I’instant injustifiée. Souvenons-nous que pour V préhil-
bertien, on a V. = W & W+ qui implique W fermé. Mais je n’ai aucune raison de
croire, du moins avec ce que j’ai montré jusqu’a présent, que I’espace

im(A:leQk)
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est fermé en QF. Du moins, ¢a serait 2 montrer. Aussi, pour W < V complet dans
V préhilbertien on a V = W & W=. Donc, pour que la preuve se tienne a peu pres,
il faudrait démontrer que le sous-espace W3 = im (A : QF — Qk) est complet en
le préhilbertien Q. Ceci dit, une fois le théoréme de décomposition de Hodge
établit, oui on a forcément W;, W, et W; fermés et oui on a W;l = W;s. Cette
derniere égalité passe par un théoreme de régularité elliptique.

Remarque : Le théoréme de décomposition de Hodge dit que tout w € QF se
décompose de maniére unique en somme

w=da+6B+vy

ou Ay = 0. La décomposition est unique au sens ou les termes da, 683 et y sont
uniques (a et 8 ne sont pas forcément uniques).

Remarque : Ici, la notion de décomposition en somme directe orthogonale est au
sens ou chaque paire de sous-espaces est est orthogonale :

Wi L (Wre W)
Wo L (W) @ Wy)
Wiy L (W & W))

Wi LW,

Wi LW

Wy L W

Proposition : (théoréeme de Hodge-de Rham) Si 0X = (, alors la cohomologie de
de Rham est égal a I’espace des formes harmoniques, i.e. :

Hi (X) = W5 = ker(Algr)

Preuve: Ona:

ker(d|gx)
im(dlgk—l)
Wy

Wy

= WinWy
= W3l

= ker(A|gr)

H (X)) o=
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O

Remarque : Encore une fois, cette preuve est légerement louche. Une version
officielle avec une preuve solide se trouve plus bas.
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19 Théoreme de décomposition de Hodge :

19.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir le théoreme de décomposition de Hodge. Je
suivrai a la loupe le livre de F. W. Warner, Foundations of differentiable manifolds
and Lie groups (1983).

19.2 Théoreme de décomposition de Hodge :

Soit (M, g) une variété riemannienne orientable fermée (i.e. compacte et sans
bord). Lorientabilité€ de M est nécessaire pour avoir £2, global, i.e. x global, i.e. 6
global, i.e. A global.

Notation : L’espace des k-formes différentielles harmoniques sur M sera dénoté :
HE(M) = ker(A : QX (M) — QF(M))

Notation : Ici pour alléger la notation j’écrirai (-, -) au lieu de (-, - ), pour le
produit scalaire sur Q% (M). De méme, j’écrirai plus simplement || - || au lieu de
||l - |l pour la norme L? sur QK(M).

Définition : Soit & € QX (M). Alors :

1. w € Q%(M) est une solution ordinaire si :
Aw =«

2. une fonctionnelle linéaire continue £ : Q%(M) — R est une solution faible

S1:
£oA() = (a. )

Proposition : Soit @ € QX(M). Soit w une solution faible, i.e. Aw = . Alors la
fonctionnelle linéaire ¢ définie par :
¢:QK(M) > R
¢ l(p) = (w,¢)
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est une solution faible (en particulier elle est continue).

Preuve : Montrons d’abord que ¢ est continue (i.e. bornée) :

[6(a)]

o el

= sup l(w, @) (par hyp. sur ¢)
o el
llllllew]l

1]l

(par Cauchy-Schwarz)

< +oo (car M est compact)
D’ou £ bornée, i.e. continue. On montre ensuite que :
toA(-)=(a, ")
Soit ¢ € Q¥(M) quelconque. Alors :

toAlp) = (M)
(w,Ap) (par définition de ¢)
(Aw, ¢) (car A est auto-adjoint)

(@, @) (car w est une solution faible Aw = @)

O

Remarque : La derniere proposition indique que si w est une solution ordinaire,
alors ¢ est une solution faible. La proposition suivante est 1’implication dans le
sens inverse.

Proposition : (théoréme de régularité) : Soit & € QF(M). Supposons que ¢ est
une solution faible, i.e. que £ o A(-) = (a, -). Alors il existe w € QK(M) t.q.
{(-) = (w, -) ol Aw = a.

Preuve : Voir Warner. (a mettre ici) TO DO !!! O
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Proposition : Soit C > 0 et soit (w;) une suite en Q*(M). Supposons que
lwill € C et ||Aw;|| < C, Vi € N. Alors (w;) admet une sous-suite de Cauchy en
QK(M).

Preuve : Voir Warner. (a mettre ici) TO DO !!!
Proposition : Pour 0 < k < n, I’espace H*(M) est de dimension finie.

Preuve : Supposons par I’absurde H*(M) de dimension infinie. Alors il existe
une suite infinie orthonormale (w;) en H* (M), i.e. :
(wi,a)]-) = 61’,]', Vl,]
Aa),- = O, Vi

Soit C = 1. Alors, par la derniere proposition :

lwill = V(w;i, w;) = Vi=1<cC
lAw;]| = 0] =0 < C

Donc (w;) est une suite qui vérifie I’hypotheése de la derniere proposition. Donc
(w;) admet une sous-suite Cauchy (w;;) en QK (M). Comme (w;) esten H* (M),
alors (w;;) esten H k(M). Autrement dit, on a une suite (wi;) en H k(M) qui est
Cauchy et orthonormale. Comme (w;;) est Cauchy, pour € = 1/2, il existe N € N
t.q.Vji,jo = N :

lwij, —wi,ll <e=1/2

Donc :
2
1/4 > ||wijl _wijzll
= (wifl N wil’z’ wih - wifz)
= (wi]’l ) a)i_jl ) - z(a)ijl ’ wi.fz) + (wi.iz’ wi_jz)
2 2

= i, 12 = 2(wr,  @3,) + o, |

= 1-0+1

= 2
i.e. 1/4 > 2, ce qui est impossible. D’ott H¥ (M) de dimension finie. O
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Proposition : Soit (w;);=1...; une base orthonormale de H* (M). Soitw € QF (M),
Alors on peut écrire w de maniere unique comme :

1
w=n+ Z(w, (,L)l')él)i
i=1

ot 17 € (H*(M))*.

Preuve : Par la derniére proposition, ¥ (M) est de dimension finie. Donc il existe
une base finie orthonormale (w;);=1_..; de H*(M) : On pose alors :

.....

!
n=w- Z(w, w;)w;
i=1

Le fait que 7 € (H*(M))* découle de :

!
(7, w;) (w - Z(w, w;) Wi, W;)
i=1

l
(w,w;j) - (Z(w, W) Wi, W;)
i=1

/
(@, w)) = D (@,0) (w5, 0))
i=1

!
(w,wj) - Z(w, w;)6;,
i=1

(W, w;)) = (v, w))

0

Proposition : QX (M) = (HX(M))* & H*(M).

Preuve : (preuve 1) Par la derniere proposition, w se décompose de maniere
unique comme :

i
w=n+ Z(w, w;)w;
i=1
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ou

n € (H*(M))*

/
> (w, wr)w; € HE (M)
=1
O

Preuve : (preuve 2) QX (M) est préhilbertien et H* (M) < Q¥ (M) est de dimension
finie. Donc QX(M) = (H*(M))* ® H* (M), par une proposition dans la section
sur I’analyse fonctionnelle. O

Corollaire : La décomposition QX (M) = (H*(M))* @ H* (M) donne lieu 2 deux
projections :

h: QK(M) = H*(M)
v QK (M) — (H*¥(M))*
Explicitement, si w = 77+Zf.:1 (w, wi)w;oun € (HX(M))* et o Zle (w, wi)w; €

H*(M),ona:

1
hw = Z(a), wi)w; € HE (M)
i=1

v =n € (HN(M))*
Proposition : Il existe une constante ¢ > 0 telle que :
I8l < cllABll, VB € (H*(M))*
Preuve : Supposons par I’absurde que c’est faux. Donc :

Ve >0, 3B € (HX(M)*, tq. |8l > cllAB

1e. tq.:
IABI/NIBIN < ¢!

Donc :
Ve > 0,38 € (H*(M))*, t.q. IABII/IIBI < €
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Donc, il existe une suite S; telle que :

IAB:I/NIBill — 0
En renormalisant éventuellement a §;/||5;||, on peut supposer :
I1ABill — 0
1Bill =1
Par une proposition plus haut, 8; admet une sous-suite Cauchy. Sans pertes de

généralités, on peut supposer S; Cauchy. Donc la limite lim;—,+o (8;, @) existe pour
tout € Q¥ (M). Posons la fonctionnelle linéaire suivante :

{(e) = lim (B, a), Yo € QX (M)

La fonctionnelle € est bornée :

(@) |limie(Bir0)]
lall lal
e 1Bl
= lim
e al]
< i BBillel
e el
= lim |6
[—+00
= lim 1
[—+00
= 1

La fonctionnelle ¢ est une solution faible de A =0 :

t(Ap) ,-Eﬂnoo (Bi, Ap)
= hm (A:Bia ()0)

1—+00
= (lim ABi, ¢)

[—>+00

= (0,¢)
=0

Par le théoreme de régularité plus haut, il existe une solution forte S telle que :
tC-)=(8,")
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AB =0
Ainsi :
lim (Bi,) = €(2) = (B.@)

Donc S; converge faiblement a 8. Mais ||8;|| = 1. Donc f; converge fortement
a  (POURQUOI??? On ne sait pas si ||8]| = 1...7727 TO DO!!). Puisque
IBill = 1, alors ||8]] = 1. Puisque (H*(M))* est fermé, alors la suite 8; en
(H*(M))* converge a B € (H*(M))*. Mais AB = 0. Donc 8 € H*(M). Mais
B e (H*(M))* aussi. Donc 8 = 0. Ce qui contredit ||8]| = 1. Contradiction. O

Remarque : J’ai encore un petit probleme dans cette preuve. Elle est a la p.224
de Warner. Je n’arrive pas a passer de la convergence faible a la forte, c’est pas
clair. TODO!!!

Rappel : (corollaire du thm. de Hahn-Banach) : Soit (E, N) un espace vectoriel
normé. Soit F < E un sous-espace vectoriel de E. Soit f € F’ une forme linéaire
continue sur F. Alors on peut prolonger f en une forme linéaire continue g sur £
de méme norme que f. (voir la section sur I’analyse fonctionnelle plus haut)

Théoreme : (de décomposition de Hodge) : Soit M riemannienne fermée orien-
table. Nous alors les décompositions en sommes directes orthogonales suivantes
de QK(M) :

AQK(M)) & H* (M)

ds(QF(M)) @ 6d(QF(M)) & H* (M)

d(Q* (M) @ 6(Q (M) & HN (M)

Qf(m)

Preuve : Montrons que :
k(M) = A(Q"(M)) & HN (M)
Par la derniere proposition, on sait que :
QY (M) = (H*(M))* & H* (M)
Il suffit de montrer que :
AQ (M) = (H*(M)*

Pour cela, il suffit de montrer deux inclusions :
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1. A(QK(M)) c (H*(M))*
2. (HX(M))* c A(QK(M))
Montrons la premiére inclusion. Soient Aw € A(Q¥(M)) et @ € H¥(M). Alors :
(Aw, @) = (w,Aa) = (w,0) =0

Ok. Montrons la seconde inclusion. Soit @ € (H*(M))* quelconque. Posons la
fonctionnelle linéaire suivante :

¢ AQF(M)) - R
toA(-) = (a, )

La fonctionnelle ¢ est bien définie car pour 5 € kerAon a:
toA(B) =0
et aussi, puisque @ € (kerA)* :
(a.) =0

Montrons ensuite que la fonctionnelle £ est bornée sur A(Q¥ (M)). Soit ¢ € Q¥ (M)
quelconque, i.e. Ap € A(QF(M)) quelconque. Soit = vy = ¢ — hg € (ker A)*.
Alors, en utilisant la dernieére proposition, on trouve :

Ap)| _ 1£(AY)]
Al lagll
_ aw)]
Il
_ lallvl
Al
. allisy)
lAgl
_ leliagl
lAgl
< clal

D’ou le fait que la fonctionnelle linéaire £ est bornée sur A(Q¥ (M)). Par le théoréme
de Hahn-Banach on peut étendre £ i tout I’espace Q% (M) :

£:QF(M) > R
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Ce dernier ¢ sur QK(M) est alors une solution faible £ o A(-) = (e, -). Par le
théoréme de régularité, il existe une solution ordinaire w € QF(M) telle que
£(-) = (w, -) ol Aw = a. Donc, @ € A(Q%(M)). Ok. On a donc montré que :

QF = A(QF) & H* (M)

i.e. que A(QF) = (H*(M))*. 1l reste 2 montrer que :

QM) = AQFM)) & H (M)
= ds(QF(M)) @ 6d(QF(M)) & H* (M)
d(@Q1(M)) @ 5(Q (M) & H* (M)
Ona:

AQY) < ds(QY) @ sd(QF)
< d(@FN e 5@
< (7_{k)J_
= AQN

Ainsi, la suite d’inclusions de sous-espaces vectoriels est en fait une suite d’égalités.
O

Remarque : La variété M doit €tre :

1. riemannienne et non pseudo-riemannienne. C’est nécessaire pour avoir :
Ad=0 & da=06a=0

2. sans bord. C’est nécessaire pour avoir A auto-adjoint.

3. orientable. C’est nécessaire pour avoir £2,, %, 6 et A globaux. Ceci dit, G.
de Rham dans Variétés Différentiables fait ¢a avec juste une densité sans
demander ’orientabilité.

Si une des conditions n’est pas remplie, alors c’est une variante plus ou moins
technique du théoreme de décomposition de Hodge.
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19.3 Opérateur de Green du laplacien A :

Remarque : Par le théoréme de décomposition de Hodge
QF (M) = ker(A) @ im(A)
les deux projections plus haut :

h: QX (M) — ker(A)
v QK (M) - (ker(A)*

deviennent :

h: QF(M) - ker(A)
v : QK(M) = im(A)

Proposition : Il existe un unique opérateur de Green
G : QM) - QX (M)

tel que :
AoG=GoA=v

Preuve : Considérons le laplacien :
A: QM) — QK(M)
Considérons sa corestriction a son image :
A QX(M) — im(A)
Cette derniere application surjective descend a une application bijective :
A : Q% (M) /ker(A) — im(A)

C’est-a-dire :
A :im(A) — im(A)

A cet isomorphisme correspond un unique opérateur inverse :

G :im(A) — im(A)
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tel que :
AoG =G oA =idjps) : im(A) — im(A)
est I’identité. L’opérateur G : im(A) — im(A) est alors étendu a tout QX (M) via
V.
Glor = Glim(a) o v

Sur Q¥ (M) on a donc :
AoG=GoA=v

O
Remarque : Autrement dit :
G = (Alima)) o v
Proposition: G o h =0.
Preuve: Goh=Govoh=Go0=0. O

Proposition : G est auto-adjoint.

Preuve : Soient o, @y € QX(M). On veut montrer que :
(Gay, @) = (a1, Gaz)
Soient 81 = va; et B> = va,. Il suffit alors de montrer que :

(GB1,B2) = (B1,GpB2)

Comme S, 8> € im(A), il existe wy, w; tels que B = Aw; et B = Aw,. 11 suffit
alors de montrer que :

(GAwy, Awz) = (Awy, GAwy)

i.e.m.q.:
(vwi, Aws) = (Awi, vwr)
ie. mq.:
(w1, Aw) = (Awy, w2)
Ce qui est vrai car A est auto-adjoint. O
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Proposition : [Warner, p.225] Soit («;) une suite bornée en QX (M). Alors (Ge;)
admet une sous-suite Cauchy.

Preuve : TODO!!! O

Proposition : L'opérateur de Green G commute avec d, ¢ et A, i.e. :

GoA=AoG
God=doG
God=00G

Preuve : Montrons la premiere égalité :

AGa = AGva (car G =Gv)
= AGAB (car va = AB pour un certain 3)
= AvB (car GA=v)

= AB-ARB

= AB (car hB € ker(A))
= va

= GAa

Montrons la seconde égalité :

Goda = God(AB+vy) (cara=AB+vy,ouAy=0)
= G odApB (cardy =0 puisque Ay =0)
= GoAdB (car Ad=dA)
= vdB (carGoA=v)
= B ()
= dovB ()
= dGAB
= doGva
= doGa

L’égalité () découle du théoreme de décomposition de Hodge. L égalité (sx)

découle du fait que hf est fermé car est dans le noyau de A. La troisieme égalité
est démontrée de la méme maniere que la seconde. O
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19.4 Théoreme de Hodge-de Rham :

Théoreme : Toute classe de cohomologie de de Rham sur une variété rieman-
nienne compacte orientée sans bord M correspond a un unique représentant har-
monique.

Preuve : Soit @ € Qf(M) quelconque. Par le théoréeme de décomposition de
Hodge, a se décompose comme :

a = va+ha

AGa + ha

(d6 +6d)Ga + ha

doGa + 0dGa + ha

doGa + 0Gda + ha (car d commute avec G)

Si « est fermée, alors :
a=doGa + ha

Si on regarde @ modulo forme exacte, alors doGa disparait. Ainsi :
[@] = [ha] (modulo im(d))

C’est-a-dire, a et ha sont dans la méme classe de de Rham. Autrement dit,
toute classe de de Rham admet un représentant harmonique. Il reste a montrer
que ce représentant est unique. Soit [ ] une classe de de Rham. Considérons deux
représentants a et a; de [«]. Les deux formes différentielles a et a; sont fermées
et dans la méme classe de de Rham. Alors il existe S tel que :

a) —ay=dg
Maintenant, on considere la projection horizontale :
hay — hay = hdg =0

D’ou :
hozl = haz

D’ol I'unicité du représentant harmonique. O
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Théoreme : (de Hodge-de Rham) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
orientée sans bord. Alors le k-ieme groupe de cohomologie de de Rham est
isomorphe a I’espace des k-formes harmoniques :

Hjp (M) = H (M)

Preuve : C’est un corollaire de la derniere proposition. O

19.5 Dualité de Poincaré :

Proposition : Soit M une variété compacte orientable sans bord. La restriction
de la forme bilinéaire

f:QfM)x Q" k(M) > R
(@8) = fap)i= [ anp
aux formes différentielles fermées descend a :
[ HS (M) x HisK (M) - R

([, [B]) > f([al. [B) =/ Y

M

Preuve : (preuve 1) Soient @ et 8 fermés. Le produit extérieur
aApBeQ(M)
correspond au cup-produit

[a] — [B] = [a A B] € Hyr (M)

On évalue cette classe de de Rham sur la classe fondamentale [M] :
(Lo~ 181,11) = (la ABLIMD = [ anp
Ce qui est bien défini. Bref, f est bien définie sur les classes de de Rham. O

Preuve : (preuve 2) Il suffit de montrer que si a; et a; sont fermés on a :

flay +daz, By +dp2) = f(a1,B1)

345



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

On calcule directement :

fay +das, B1 +dB>)
= /M(afl +daz) A (B1 +dB2)

./MCK1/\,31+/M(11/\dﬁ2+/M(dafz)/\ﬁ1+/M(dC¥2)/\(d,32)
/Mal/\ﬁli/Md(al/\ﬁz)+/Md(az /\ﬁ1)+/Md(C¥2/\dﬁ2) (%)

= /Maq/\,B] (%)

= f(a1,B1)
L’égalité (x) découle de Leibniz et du fait que a1, a; et dB; sont fermés. L’ égalité
(*x) découle du fait que OM = 0. O

Proposition : L’application
[ HS (M) x HisK (M) - R
(Lol 18) = £ (el [8) = [ anp
M

est non dégénérée.

Preuve : D’abord, on montre que f est non dégénérée par la gauche. Soit [«a] €
H é‘R(M ) non nul Il faut montrer que f([«], -) est non nul. Par le théoréme de
Hodge-de Rham, la classe de de Rham [«@] admet un représentant harmonique
a € H¥(M). Puisque * commute avec A, on a x € H"¥(M). Encore par le
théoreme de Hodge-de Rham, a xa harmonique correspond [*a]| € Hgﬁk(M ).
Donc :
710l 148D = [ @ nxa=lalf #0
M

D’ou f([a], [*xa]) # 0. D’ou f([], -) # 0. La non dégénérescence par la droite
se fait de la méme maniere. O

Remarque : Par la derniére proposition, I’application f : H é‘R (M)xH c’l’l;k (M) —
R est un appariement de dualité. Ce faisant, le triple

(Hig (M), HiZK (M), f)
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est une paire duale.

Théoreme : (dualité de Poincaré) Soit M une variété compacte orientable sans
bord. Alors il y a un isomorphisme

Hig (M) = (Hi (M)
Preuve : L’appariement de dualité
[ HS (M) x HisK (M) - R
(lal. 18D = (el 18D = [ anp
induit un isomorphisme musical :

HI2M (M) — (Hip(M))*
[a] = f(-,[a])
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20 Théorie de Hodge et fibrés :

20.1 Introduction :

Le but de cette section est d’étudier la théorie de Hodge sur les k-formes différen-
tielles a valeurs en un espace vectoriel ou encore un fibré.

(ici je devrais prendre G <— P — B avec (B, g) riemannien pour suivre la notation
des fibrés principaux. Et aussi faire ¢a dans la section précédente sur la dualité de
Hodge).

20.2 k-formes a valeurs en un espace vectoriel (rappel) :

Soit V un espace vectoriel réel. Soit {vy, ..., Vgim(v)} une base de V.

Définition : On dénote par
QF(x;v) = QK (X) @r V
les k-formes a valeurs en V. Toute k-forme « a valeurs en V se décompose en

dim(V)

a= Z a; ®Vv;
i=1

ot a; € QX(X) pour i = 1,...,dim(V). On étend le produit extérieur sur les
k-formes réelles a celles ayant valeurs en V :

(A ®): (NT* X @ V) X (NT*'X @ V) = (APHT*X) @ (V Qr V)

dim(V) dim(V) dim(V)

( Z ai®vi) (A, ®) Z ,8]'®Wj = Z (a,-/\,Bj) ® (Vi®Wj)

i=1 j=1

i,j=1
On étend de la méme maniere le produit extérieur pour les k-formes a valeurs en
un fibré vectoriel réel E — X :

QN X, E) =Q"(X)®r E
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dim(V) dim(V) dim(V)
(Z a/,~®si)(/\,®) Z ,3j®lj = Z (a,-/\,Bj)®(si®tj)
i=1 j=1 ij=1

ous;, t; € I'°(X; E), pour tout i, j.

20.3 Extension de x 3 QX(X;V) et QX(X; E) :

L opérateur Hodge-étoile x sur QX (X) s’étend naturellement 2 QX (X; V) et QX (X E) :

dim(V) dim(V)
*( Z a; ® V,‘) = Z (*a;) ® v;
i=1 i=1
et

dim(V) dim(V)
*( Z 0/,-®sl-) = Z (*a;) @ sy
i=1 i=1

20.4 h-produit extérieur A" sur Q% (X;V) et Q(X; E) :

Donnons a V un produit scalaire
<', '>h:VXV—>R

Puisqu’il est symétrique et R-linéaire, il descend a un produit scalaire bien défini
surVerV:
() VerV—-R

Définition : Le h-produit extérieur A" en x € X est par définition :
A (APTEX @R V) X (MTIX ®r V) — (APHT!X)

donné par

dim(V)
( Z a; ®v;
i=1

La définition est la méme si I’on prend un fibré £ — X au lieu de V mais cette
fois avec h € I'°(E™ ® E™) produit scalaire fibre par fibre.

dim(V) dim(V)

Al Z Bi®w;|:= Z (@i A Bj) h(vi,w))
J=1

i,j=1
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20.5 h-produit scalaire sur Qf(X;V) et Q*(X; L) :

Le h-produit extérieur A" induit un produit scalaire sur Q% (X;V) et QX(X; E).
Soient @ ® v et § ® w deux k-formes a valeurs en V. Posons :
() Ven: (/\kT*X o V) x (/\kT*X o V) — A'T*X
<a ® V’IB ® W)g,h = <a/nB>g<V7 W)h
Ainsi,
(@@V) A" *(BOW) = (@ ®v,B® W), ,Q = (@, B), (v, W), Qy

On étend R-linéairement aux k-formes plus générales. La construction est la méme
pour les k-formes a valeurs en un fibré vectoriel E au lieu d’a valeurs en un espace
vectoriel V.

Ensuite, pour @ ® v, 8 ® w € QK(X; V) deux k-formes différentielles a valeurs en
V, posons :
(- e : QFX; V) x QK (X5 V) - R

défini par :
(@®V,LOW)gp = /X(a/®v) AP *(B W) :L<Q®V’ﬁ®w>g,h9g

La construction est la méme pour les éléments de Qk(X ; E), mais cette fois on
doit considérer 1 € I'°(E* ® E*) qui est un produit scalaire point par point pour
les fibres de E.

Remarque : En trivialisation locale s, sur U, pour tout ny, 12 € Qk (X;E),ona

M1>m2) g nlue = {M)as (M2)ad g n,,

Cette égalité est indépendante du s, choisi.

20.6 Codifférentielle covariante extérieure 64 :

Soit G — P — X un G-fibré principal sur (X, g) pseudo-riemannien orienté
muni d’une forme de connexion A € A. Soit E := P X, V un V-fibré vectoriel
associé.
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Définition : La codifférentielle covariante extérieure
54: QX E) - QX E)
est définie par
Sa = (=DFxTdgn = (=) g, wedyx

Remarque : 64 dépend de g et de A.

Proposition : Pour @ € QX(X;E), B € Q(X;E) et h € T(E* ® E*) un
produit scalaire point par point. Alors on a 1’égalité :

/ o N xB = / a AN % + (daa, Bgn — (@, 648)gn
)¢ X
Preuve : On utilise la formule de Leibniz trouvée beaucoup plus haut :
d(a A" B) = @ A% B+ (dga) A" B+ (=D)ka A" (dap)
qui implique
d(a A" xB) = a A4 xB + (dya) A" %B+ (=D)Xa A" (dy % B)

On calcule alors :

/ a A *3
)¢

/ d(a A" xB)
X

/ (a AR 4B 4 (da) A xB+ (=1)Fa A (dy *ﬁ))
X

/ (a A B+ (daa) A" xB + (=D)ka A" x(x71dy *,8))
X

/ (a AAR 4B 1 (daa) A %B+ (=1)ka AP *((—1)k+15Aﬁ))
X

/Xa A % B+ (daa, B)gn — (@, 5a8)gn

Corollaire : Soient @ € QX(X;E) et B € Q1 (X; E). Si h est d4-adapté, i.e.
dah =0, alors on a I’égalité

/axa N'xB = (daa, g — (@, 64B)g.n

351



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Corollaire : Sien plus dX = 0, alors

(daa,B)g.n = (a,04B)g.n

En particulier, 6 4 est I'opérateur adjoint d’, de d4.

Remarque : Sous la derniere proposition, 64 dépend de A, g et h. Mais par
définition, 64 ne dépend que de A et g. VERIFIER SI TOUT MARCHE ! ! !
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20.7 Le carré de la codifférentielle covariante extérieure 6 4 :

Proposition : Soit € QK(X;E) ou E est un V-fibré associé 2 P via une
représentation p : G — Aut(V). Alors :

51243' = (_l)nk+k+lsg *g ((p*FA)(/\, o) (*ga/))
Preuve : Souvenons-nous que :

e = (p.Fa) (A, 0)a
Salor (x) = (_l)nk+n+lsg g A
*2|Qk(X;E) = (—1)"*Es,
On trouve alors directement :
dha = 84 (6a)
_ (_1)n(k—1)+n+lsg weg g % ((_l)nk+n+lsg weg g % a)
= (=1)"*gds *§ dg xg @
= (1) %, dA(_l)n(n—k+1)+(n—k+1)sgdA *p @
_ (_l)nk+k+1sg g di *g
= (=1)"***sg % ((p+Fa) (A, 0) (%))

Proposition : 630 = — %! ((p.Fa) (A, 0)(%ga))

Preuve : Il suffit d’utiliser plutdt la formule
Salarxm) = (=1)F " dakg
Preuve : On calcule directement :

ia = da(6a)
= (DR g da kg (“D)F %, da xg @)
= - *(;1 di *g a
= —*;1 ((p*FA)(A’ O)(*gQ))
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O

Remarque : En particulier, si p = Ad, i.e. E = AdP, on a alors non seulement :
dﬁa = [Fa N a]

mais aussi :
S2a = (1) sk, [Fa A (kg)]

i.e. avec un *;1 ona:
2 -1
0@ =— %, [Fa A (¥ga)]

En particulier, sur (X, g) riemannien, on a :
62 Fp = —%g [Fa A (xgFa)]
Corollaire : Pour 77 € Q*(Z; AdPs) ou X est de dimension 2, on a :
631 = [*1, %Fa]
Preuve : On calcule directement :

5an = —* [Fa Axnl = =[(%Fa) A ()] = [(*7) A (xF4)] = [%n, *Fa]

O
Corollaire : Sur X de dimension 2, on a :
63FA =0
Preuve: Ona Fy € QZ(Z; AdPs). Donc, par le dernier corollaire, on a :
03Fa = [*n, %F4] =0
O
Remarque : Souvenons-nous que x défini par k¥ = —K ol K est la forme de

Killing, donne un produit scalaire défini positif fibre par fibre pour le fibré AdP.
Proposition : Pour @ € QF(X; AdP) et 8 € Q¥*?(X; AdP) ona:
([Fa A a’],ﬁ)g,K = —(a, *gl [Fan (*gﬁ)])g,x
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Preuve : Puisque (di(x,ﬁ)g,,( = (da@,048) ¢k = (, 6124,8)&,(, on a directement :

([FA A a]’ﬁ)g,K = (a’, - *;1 [FA A (*gﬁ)])g,x

Remarque : Ceci semble découler de la proposition plus forte suivante.

Proposition : Pour a € Q7 (X;AdP) et 8 € Q4(X;AdP)ona:
O0=[Fana] N“B+a A [Fa APB]

Preuve : On calcule directement :

0 = d*(aAp)
= d((da@) A B+ (=1)Pa A* (daB))
= (dia) A B+ (=1)"*!(dae) A* (daP)
+(=1)P (da@) A* (daP) + (-1)P (=1)Pa A* (d3B)
= (dha) A“B+a A“ (dAB)
= [Fana] AN“B+a AN [FaAB]
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20.8 Opérateur de Hodge-de Rham covariant Dy , =ds+64, ¢

Notation : Q°*(X;E) = &!_ Q" (X; E).

Remarque : Le produit scalaire (-, -)g 4 sur chaque QK(X; E) s’étend naturelle-
ment a un produit scalaire sur Q*(X; E) :

() )en 1 QUXGE) X QN (X;E) > R

Ce dernier produit scalaire est défini de telle sorte que deux sous-espaces Q7 (X; E)
et Q1(X; E) de Q*(X; E) soient (-, - ), p-orthogonaux lorsque p # q.

Définition : L’ opérateur de Hodge-de Rham covariant
Dpg: Q*(X;E) = Q*(X;E)
est par définition
Dag:=da+04, € End(Q*(X;E))

Proposition : Si X = 0, I'opérateur de Hodge-de Rham covariant D4 , est
(-, - )gn-auto-adjoint. C’est-a-dire :

(DA,ga'nB)g,h = (CY, DA,gﬁ)g,h, Va’aﬁ € Q.(X’ E)

Preuve : 0X = () implique 54, = d,. Doncds +J4,, = 2sym(d4). Mais sym(d,)
est toujours auto-adjoint. Explicitement :

((da +dag)a, B)g.n (daa, B)g.n + (Oaga, B)g.n
(@,04.4B)g.n + (@, daB)gn

(a’7 (dA + 5A,g):3)g,h
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20.9 Opérateur de Laplace-de Rham covariant A, , :

Remarque : Il y a deux manieres de définir un opérateur de Laplace-de Rham
covariant. D’abord on peut poser A4, : Q¥(X; E) — QF(X; E) sur les k-formes
différentielles :

AA,g = dAéA,g + 5A,gdA

Ou encore, on peut poser Ay, : QF(X; E) — Q°(X; E) par:
AA,g = Di,g = (dA + 5A,g)2 = di + dAéA,g + 5A,gdA + (5124’5,

Ces deux définitions ne sont pas équivalentes car si la courbure est non nulle on a
(da)? #0et (54,4)> 0.

Proposition : Soit (X, g) riemannien tel que 0X = 0. Soit Ay 4 := dpda,g+04,¢dA.
Soit a € Qk(X; E). Alors Ag ga = 0 si et seulement si dgya = 0 et 64a = 0.

Preuve : Basons-nous sur la preuve pour A : QK(X) — QF(X). Soit o €
QK(X;E). D’abord, si dga = 0 et 04 = 0 alors on a directement Ay g = 0.
Montrons ensuite que Ay a = 0 implique dpa = 0 et 64 ,a = 0. Supposons
Apga =0. Alors :

0 = (As,0, @)
= (dadaga+64daa, @)g
= (dadaga, @)g i+ (0agdaa, @)g«
= (044@,04,80)¢«+ (daa,dpa)g
= N6agall}, +lldacll

Mais |64 0|2, > 0 et ||daall?, > 0. Donc |64 all2, = 0 et [[daal?, = 0.
Donc 64 ga =0etdsa =0. O

Proposition : Soit (X, g) riemannien tel que X = 0. Soit Ay, = Di ¢ Soit
a € QX(X; E). Alors Ay g = 0 si et seulement si dya = 0 et G4 = 0.

Preuve : D’abord, sidqa =0 et 4@ = 0 on a donc Dy, = 0, ce qui implique
en retour Ay oo = Di g @ = 0. Inversement, supposons Ay ca = 0. Alors :

dia + (dA(SA’g + 5A,gdA)a + §i’ga =0
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Mais :

dia € Q" (X;E)
(dAéA’g + 5A’gdA)CY € .Q.k (X; E)
03,2 € QT (XGE)

Donc :

d2a=0
(dAéA,g + (5A,gdA)a =0

5i’ga =0

Par la derniére proposition, on sait que (dada,e +04,0da)a = 0 implique dqa = 0
et 5A,ga =0. O

Remarque : Pour la suite, je m’en tiendrai a ce laplacien :

AA,g = dAéA,g + 6A,gdA
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20.10 Elipticité de A4, sur Q! (Z; AdP) :

Remarque : La prochaine proposition se généralise. Mais je n’ai besoin que de
Iellipticité de Ay, sur Q! (E2; AdP) pour G = SU(2).

Proposition : Soit (X, g) une surface munie d’une métrique riemannienne g. Soit
P un SU(2)-fibré principal sur X. Soit A € Ap, une forme de connexion. Alors,
Aag=dabag + 34 4ds est un opérateur elliptique agissant sur Q! (Z; AdP).

Preuve : Considérons des coordonnées locales (x!,x%) = (x,y) sur U c X. Soit
n € Q'(Z; AdP). Localement, 57|y = n1dx + 12dy pour ny,72 € C®(U; AdP).
Pour étudier I’ellipticité de Ay , sur Ql (2; AdP), il suffit de regarder le symbole
principal de Ay, sur n7|y. C’est-a-dire, il faut regarder les dérivées de plus haut
degré de Ay a|y. Soit s, 1 U — a~'(U) c P, une section trivialisante locale.
Soit A, = siA € Q' (U;g). Soit 7, = sin? € Q'(U;g). Je sais que A, est
elliptique sur Q! (X). Donc, pour montrer que A4, est elliptique sur Q! (Z; AdP),
il suffit de montrer qu’il a le méme symbole principal que A,. Souvenons-nous que
Sag = (—1)"tlg, s dakg. Icin =2,k = 1 et sy = 1, donc 64, = — x4 dakyg
On calcule directement :

(AagMa (dadagn+04,5dan)a

= —(da *g dy *g 1+ *gdg ke dan)e

= —da xg (d *g o + [Aa A *gla]) = *gda *g (Ao + [Ae A7a])

x  —dg *g (d kg 170) — *eda *g (d770)

= —da(*gd *g 17q) — *oda(kgdno)

= —dkgd kg 1y — [Ag A xgd kg o] — ked kg dng — *g[A A *gdn, ]
& —d ke d kg g — *ed x, dry

= dégng +6,dn,

= Agﬂa
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20.11 Variations de la codifférentielle covariante extérieure o 4 , :

Soit G — P — X un G-fibré principal sur (X, g) pseudo-riemannien. Soit E :=
P X, V un V-fibré vectoriel associé. Soit A € A et 4 € T4 A. Soit ne€QK(X;E).

Proposition : 6,417 = 5an + (—1)™ s, x4 ((0T) (A, 0) (%g1))

Preuve : En se souvenant que d,, 417 = dan + (0«7)(A, o)1, on calcule directe-
ment :

nk+n+1
(=1) Sg Xg pyrt Hg 11

(=1 s kg (da *g 1+ (p2T) (A, 0) (Hgm))
(_1)nk+n+lsg *g da *g 7]+ (_l)nk+n+lsg *g ((p=T) (A, 0) (*gn))
oan + (_l)nk+n+lsg *g ((p<T)(A, 0) (*gn))

5A+T”n =

Corollaire : Sip = Ad,ie.np € Qk(X ; AdP), alors :
O pprtl] = 0a7 + (—1)”k+"+1sg *g [T A Kkgn]

Remarque : J’ai déja fait ce calcul il y a longtemps avec une autre notation, il est
dans la section qui suit.

Corollaire : Toujours avec p = Ad,ona:

de 0 prertl] = (_1)nk+n+15g *o [T A *en]

e=0

En particulier, pourn =2 ets, =l ona:

d
de

6A+ETW7 == *g [T A *gn]
e=0
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20.12 Variations de la codifférentielle covariante extérieure 6 4 .
(vieux) :

Notation : (_, o) est a la fois le produit intérieur d’un champ vectoriel dans une
k-forme différentielle et a la fois la composition au niveau des fibrés respectif.

Proposition : Soient A € Ay, T € Q1(X; AdPyx) et 5 € QX(X; E) quelconques
pour E = Px X, V sur (X, g) pseudo-riemanien. Alors :

O p4rt = 041 — (P578) (5, 0)7

Preuve : Soient A € Ay, T € Q!(X;AdPy) et n € QX(X; E) quelconques (ou
E := Px X, V). Souvenons-nous de 1’égalité

*o (@ A K*gff) = (—l)p”_qpmqwsgtaﬁ...Laf,B

pour « une p-forme et 8 une g-forme. Dans le cas particulierou p = l,onaa; = @
et donc :
*o (@ A xgB) = (1) s514¢8 = (—1)"5,0% L B

Dans le cas particulier oi @ = 7 € Q! (X; AdPx) et = 8 € Q¥(X; E) des formes
différentielles a valeurs en des fibrés, la dernicre égalité se réécrit :

*o((PT) (A, 0) Kg 1) = (=1)"* 5, (0.78) (2, o)

ol 78 € X(X;AdPyx). Souvenons-nous que du fait que I’égalité d* = d +
(p+A) (A, o) impliquait que dA = g4 4 (p:) (A, 0). Cette derniére formule,
ainsi que I’identité

Sa = (_1)nk+n+lsg *g dA*g

implique directement :

k+n+1
(1) s kg Ayt Kg 11

= (1™, de (da + (pT)(A,0)) g 1y

= (_1)”k+n+lsg *g da L/ (_l)nk+n+1sg *g ((p+7)(A,0) *g m)
— 5A77 + (_l)nk+n+lsg(_1)n+nksg (p*‘l'g)(_n, 0)77

= 0an — (p«7%) (=, 0)n

O Aret]
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Remarque : Sik =1, on a grosso modo 78 i = (7, 1),. Il faut combiner ¢a avec
ps et o. Ca semble donner une formule pas trop mal et fort utile. En particulier,
pour p = Ad, on aun mélange de (-, - ), au niveau des formes et du crochet [ -, -]
au niveau de AdP. Définir une notation pour ¢a, e.g. [(-, - ),] ouencore ([ -, - ])
mais moins horrible si possible. A FAIRE!!!

g’
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20.13 Variations du laplacien A , :

Soit G — P — X un G-fibré principal sur (X, g) pseudo-riemannien. Soit E :=
P x, V un V-fibré vectoriel associé. Soit A € A et 4 € T4 A. Soit ne€QK(X;E).

Proposition : Ona:

AA+rﬁ,g77
= Aan + (pT) (A, 0) (8am) + (= 1) s oda (kg ((04T) (A, 0) (xgM)))
+(=1)" s (0.7) (A, 0) (Kg (T (A, 0) (X))
+(=1)" s g ((0T) (A, ©) (Xgdan))
+645 ((p=T) (A o)) + (=1)" s dg ((p2T) (A, 0) (kg ((04T) (A, 0)7)))

Preuve : Souvenons-nous des égalités suivantes :

AA,g = dAéA,g + 5A,gdA

O pset = 0am + (= 1) Lse % ((0.T) (A, 0) (%gm))
dpsrim = dan + () (A, 0)n
On ad’abord :
AA+TTi,g77 = dy o (5A+-r”,g77 + 6A+Tﬁ,gdA+ﬂm

La premicre partie est donnée par :
d et 6A+-rﬁ,g77
= dy, ((5A7] + (=1 s ke ((0T) (A, 0)(*g77)))

= dppt (6am) + (1) sed s n (kg ((027) (A, 0) (kgn)))
= dadan+ (1) (A, 0) (5am) + (=1)" " sedy (kg ((pT) (A, 0) (gm)))
+(= 1) 50 (p.7) (A, 0) (K ((04T) (A, 0) (%))
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La seconde partie est donnée par :

6A+Tﬂ,gdA+TW7
= Opirt g (dan + (puT) (A, 0)n)
= Opprtg (dan) + 04,08, ((0:T) (A, 0)7)
= Sagdan + (=D)"F sk ((04T) (A, 0) (xgdam))
+6a,g ((0T) (A, o)) + (=1)"ED g s ((puT) (A, 0) (g ((poT) (A, 0))))
= Sagdan+ (=1)" sy g ((027) (A, 0) (xgdan))
+64.5 (T (A, o)) + (=1)" g % ((pT) (A, 0) (kg ((02T) (A, 0)1)))

On trouve alors :

AA+rﬁ,g77
= dyyp 5A+Tﬁ,gn + 5A+Tﬁ,gdA+Tﬁ77
= dadan+ (p.7) (A, 0) (6am) + (=1)" ™5,y (x5 ((0T) (A, 0) (Kg1)))
+H(=1)" s (0.T) (A, 0) (g ((04T) (A, 0) (gm)))
+64,5dan + (1) g % ((07) (A, 0) (Xgdan))
+64.5 ((p-T) (A, o)) + (=1)" s 5 ((p2T) (A, 0) (kg ((0uT) (A, 0)7)))
= Aan+ (pT) (A, 0) (8am) + (=1)" ™ soda (*g ((0uT) (A, 0) (X))
+H(=1)" s (0.7) (A, ) (kg ((02T) (A, 0) (kgm)))
+(=1)"* sy %y ((02T) (A, ©) (%gdan))
+64.5 ((0T) (A, o)) + (=1)" sy % ((02T) (A, 0) (% ((p2T) (A, 0))))

O

Corollaire : Ona:
d
dele—o

= (P (A0) (Bam) + (=)™ sy dy (kg (1) (A, 0) (%m)))
+(=1)"*sg % ((p2T) (A, 0) (kgdan)) +5a.g ((peT) (A, 0)1)

AA+ETﬂ,g77
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Preuve : Ona:

AA+er¢¢,g77
= Aan+e(p.t) (A, 0) (5am) + e(=1)" ™ soda (kg ((07) (A, 0) (K1)
+€2 (= 1) sg (p.7) (A, 0) (% ((paT) (A, 0) (x1)))
+e(=1)"* g xg ((047) (A, 0) (Kgdan))
+€5a.¢ ((pT) (A, o)) + € (1) sy %o ((puT) (A, 0) g ((p2T) (A, 0))))

Si on prend la dérivée en € a € = 0 on trouve :

d
& AA+ETﬁ,gr]

e=0

= (p1)(A,0) (Sam) + (=1)" ™ sd g (x5 ((pT) (A, 0) (%))
+(=1)"* s Hg ((04T) (A, 0) (gdam)) + 644 ((0:7) (A, 0)1)

Corollaire : Si g est riemannien (i.e. s; = 1) et si £ = AdP, alors :

d

| Baverrgn = [T AGam)] + (1) g xg [7 A Grg)]

e=0

+(=1)" g [T A (xgdan)] + 64T A7)
Corollaire : Si g est riemannien (i.e. s = 1) et si E = AdP, etsin = 2, alors :

d

e=0

— g [T A (*gdAn)] + 5A,g [t A7l

Corollaire : Si g est riemannien (i.e. s, = 1) etsi E = AdP,etsin=2etsik =0

ona:
d

& AA+GTﬁ,g77 = 6A,g [T A 77] — g [T A (*gdAU)]
e=0

Preuve : D’abord, sous les conditions s, = 1, E = AdP, k =0, n = 2 on trouve :

d

& AA.,.eTﬁ,gU = [t A(6an)] —da *g [T A (*gn)]

e=0

—*g [T A (xgdam) ] + 647 A7)

365



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Ensuite, puisque 1 est une 0-forme, on a 6417 = 0. Aussi, [T A (%417)] est une
3-forme, donc nulle. On trouve donc :

d

Te|  Aaserngh = kg [T A (kgdam)] +0alT An]
e=0
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20.14 Opérateur ** sur P :

Définition : L’opérateur

*F . QF

S hor(P3V) — Q k(P V)

'0,hor

est défini par
* () = (x ()

C’est-a-dire, pour tout n* € Qﬁ hor (P25 V) par *int = (xn)¥,

Proposition : Soit s, : U, — 7~ !(U,) section trivialisante locale de P sur
U c X. Alors

(*n)a' = *Na
Preuve : Ceci découle du fait que x agit sur I’aspect « forme différentielle » de n
alors que passer de i a 7, n’agit que sur I’aspect « vectoriel » de 7. O

Corollaire : sj}(*ﬁnﬁ) = *7]q.

Preuve : On a
s () = 55 ((Rm)h) = (kp)g = *714
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20.15 Théoreme de décomposition de Hodge covariant :

Soit (X, g) orientable et fermé (compact et sans bord). Soit P — X un G-fibré
principal. Soit A € A et soit QF := QF(X; AdP). Considérons les sous-espaces de
QF suivants :

W1 :=im(da|gr-1)

W = im(6alge)
W3 = im(Aalqr)
Proposition : Les perpendiculaires de W, W> et W3 en QF sont donnés par :
Wi = ker(54lgx)
Wy = ker(dlgx)
Wy = ker(Aalgr)
Preuve : D’abord, pour Wy :
Wi = {aeQ(a,8), =0, V8 €W}
= {a € Q"(a,day), =0, Vy e @1}
= {a € Q"(6aa,y), =0, Vy e @1}
= {a e Q6 a =0}
= ker(dalgr)

Ensuite, pour W :
Wy = {aeQ(a,p), =0, VB € Wy}
= {a € Q"(a,day), =0, Vy € QF*1}
= {a € Q"(daa,y), =0, Vy € QF*1}
= {a e Q¥dsa =0}
= ker(da|gr)
Enfin pour W3 :

W {a € Q|(a,B), =0, VB € W3}
{a € QF|(a,Aay), =0, Vy € QF}
{a € QF|(Asa,y), =0, Vy € QF}
{a € QF|A e = 0}

Ker(Aalgs)
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Corollaire : On a en particulier les intersections suivantes :
{0} = Wi n Wi = im(dalge-1) Nker(S4]qr)
{0} =W,r N Wi = im(04|qx+1) Nker(dg|gr)

{0} = W3 n VV3L =1im(Ag|gr) Nker(As|gr)

Preuve : Découle du fait que pour W < V un sous-espace vectoriel d’un préhil-
bertien V ona W N W+ = {0}. m]

Proposition :
Wi = Wi 0w

Preuve : Découle du fait que pour tout @ € QF on a Aje = 0 si et seulement si
daa =d4a =0. O

Proposition : (FAUSSE PROPOSITION) On a les égalités suivantes :
Wi =W, & W,

Preuve : (FAUSSE PREUVE) En prenant le perpendiculaire de 1’égalité de la
derniére proposition, on trouve :

Wit = (Wi n W)t =wite W,

Il reste donc a montrer que :

Wit =w,
W5t =W,
Wit =W
MAIS C’EST PROBABLEMENT FAUX ! !! A réparer. TO DO!!! O

Remarque : Le probleme dans cette proposition est le méme que dans la section
plus haut avec le laplacien usuel. En effet, dans un préhilbertien V, avoir W+ = W
implique W fermé. Bref, je n’ai aucun théoréme qui peut me garantir que Wkll = Wy
pour k = 1,2, 3. C’est problématique. Et c’est pourquoi dans la preuve du théoreme
de décomposition de Hodge il fallait passer par un autre chemin, avec un théoreme
de régularité elliptique, etc. Je devrais refaire la méme chose pour le présent cas du
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laplacien covariant. C’est probablement déja dans un article ou un livre quelque
part. C’est a trouver, sinon c’est a faire. TO DO!!!

Proposition : Si A est une connexion plate, alors on a :
Wi LW,
Wi nWw, ={0}
Preuve : Montrons la premiere égalité :
(dap, 6av)g = (d3p, v)g = ([Fa Al v)g = ([0 A ], v)g = (0,)g = 0

D’ou W) L W,. Ceci implique en retour W; N W, = {0}. O

Remarque : Si A est une connexion générique (i.e. pas nécessairement plate), on
a généralement pas W perpendiculaire a W, et Wi N W peut étre non nul.

Théoreme : (de décomposition de Hodge covariant pour connexions plates) : Soit
(X, g) orientable et fermé (compact et sans bord). Soit P — X un G-fibré principal.
Soit A € A" une connexion plate. Alors QF := Q¥(X; AdP) se décompose en
somme directe orthogonale :

of = wew oWy
= im (dA L QF1 Q") ® im (5A L QL Qk) & ker (AA - QF & Q")
Preuve : D’abord, on sait que :
o = wyewt
im (AA L QF Q") & ker (AA . QF & Q")

(LA PREMIERE EGALITE EST PROBABLEMENT FAUSSE, la seconde est
vraie). Par une proposition plus haut, on sait que :

im (AA L of Qk) = im (dA oL Qk) ® im (5A L Ok Q")
(C’ETAIT LA FAUSSE PROPOSITION ! ! 1). On trouve donc :
Qf =im (dA oLl R Qk) ® im (5A L Q! Qk) & Ker (AA L oF Qk)
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O

Remarque : Cette preuve est évidemment fausse. Il me faudra trouver une autre
preuve. TO DO !'!'!

Remarque : Si A n’est pas plat, le dernier théoréme n’est pas vrai.

Remarque : Si A est plat, on adi = 0. Ainsi, dy : QF — Q%! définit un complexe
de cochaine tordu dont la cohomologie est :

ker(dy : QF — Qk+1)

k . .
H (X AdP) = im(dy : Q-1 — QF)
Wy
W
= WinWy
= Wy

= ker(A4 : QF - QK1

Pour A plate, la cohomologie tordue H*(X; AdP) correspond donc aux k-formes
harmoniques pour le laplacien covariant Ay4.

Remarque : Encore une fois, ce dernier "théoréme de Hodge-de Rham" est un
peu trop simple. Il faut faire une preuve plus solide. TO DO !'! !

Remarque : Dans le cas ou A n’est pas plat, on peut tout de méme établir un

théoreme de décomposition de Hodge généralisé (du moins il me semble). Ce que
je vais développer a I’instant.
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20.16 Théoreme de décomposition de Hodge généralisé :

Théoreme : (de décomposition de Hodge généralisé) : Soit (X, g) orientable et
fermé (compact et sans bord). Soit P — X un G-fibré principal. Soit A € A une
connexion qui n’est pas forcément plate. Alors Q¢ := QF(X; AdP) se décompose
en somme directe orthogonale comme suit :

Qk = (keI‘AA’glgk) & (5A,g (keréi’glgkﬂ)) & (dA (kerdilgk—l))
®{reQ'Faec Q" Fp e Q" it =dya = 64,8}
ou:
OAg (keréi,glgm) =im (5A,g : (keréi’gbm) — Qk)
dy (kerd3guor) = im (da  (Kerd}lgir) — ©F)

Preuve : (fausse preuve) D’abord on a deux décompositions en sommes directes
orthogonales :
QF = ker(da,¢lqr) ® im(da|gr-1)

QF = ker(da|g) ® im(aglqe)

On sait aussi que :

im(d|ge1) Nker(dalge) = da (kerd§|gk_1)

im(84.glae) Nker(Saglor) = 64 (ker 5§,g|gk+l)
On calcule alors directement :
o = Q' ngt
= (ker(Sazlqr) ® im(dalgi-1)) N (ker(dalgr) ® im(S4¢lgr))

= (ker(dA,g|Qk) N ker(dAlgk)) ©® (keI'(5A’g|Qk) N im(5A7g|Qk+1))
@ (im(dg|gk-1) Nker(dalgr)) @ (il‘n(dA|Qk—1) N im(éA’g|Qk+1))

= (ker(Aaglor)) ® (6A,g (kerdi’gbm)) ® (dA (kerd%lgk—l))
o{reQ!Fa e Q3 QM r = dya = 64,48}
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O
Remarque : Cette preuve est fausse. En effet, il est faux de dire (V; @ Vo) N (V3 @
Vi) =(VinV3) @ (Vi@ Vy) & (Vo N V3) & (Vo N Vy). Bref, je dois faire une autre
preuve. Me baser sur la preuve du théoréme de décomposition de Hodge usuel. A

FAIRE!!!

Remarque : Dans le cas ou A est plat, on retrouve le théoreme de décomposition
de Hodge usuel. En effet, pour A platona:

OAg (ker 5i’g|9k+l) = 5A,g(9.k+1) =im (5A’g|9k+1)

dy (kerdf,bk_l) = d (@) = im (daget)

[reQ'Fee Q" 3p e Q" i1 =daa = 64,8} = {0}
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21 Théoreme de décomposition de Hodge généra-
lisé :

21.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir le théoreme de décomposition de Hodge
généralisé énoncé plus haut. Ici je ne vais essayer de le démontrer que pour QL
c’est tout ce que j’ai besoin. Probablement ¢a se généralise pour Qg(. Je m’inspirerai
largement de la section plus haut que le théoréme de décomposition de Hodge
usuel. Cette section suivait a la loupe le livre de F. W. Warner, Foundations of
differentiable manifolds and Lie groups (1983).

21.2 Motivations :

Soit (X, g) une variété fermée orientable riemannienne. Soit Q% = Q% (X) I’espace
des k-formes différentielles sur X. Le théoreme de décomposition de Hodge dit
que :

QF = im(d) ® im(6) @ ker(A)

Ici, il est nécessaire d’avoir d> = 0 et 62 = 0. Le théoréme de décomposition
généralisé que je tente de démontrer est pour le cas ol on remplace QF(X) par
QK(X;E), d par dy et § par §4. La nouveauté en est que df‘ #0et 63\ # 0 lorsque
la courbure F4 est non nulle. Intuitivement, il me semble qu’on devrait avoir :

QF = (im(da)Nim(54))®(im(da)Nker(ds))®(im(d4)Nker(da))d(ker(da)Nker(da))

Cette intuition me vient par analogie de la fausse preuve suivante du théoreme de
décomposition de Hodge.
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Preuve : (fausse preuve) : On sait que Q(X) = im(d) & ker(6) (ce qui est faux).
On sait aussi que Q*(X) = im(6) @ ker(d) (ce qui est aussi faux). Donc :

ok
= Qfnot
=  (im(d) ® ker(d)) N (im(6) @ ker(d))
7 =" (im(d) Nim(0)) & (im(d) Nker(d)) & (im(d) Nker(d)) @& (ker(d) N ker(0))
= {0} & (im(d)) ® (im(5)) & (ker(d) Nker(9))
= im(d) @ im(J) @ ker(A)

ou le ” = est une fausse égalité, du moins une €galité hautement injustifiée. 0O

En changeant Q¥ (X) par Q%(X: E), d par d4 et § par 54, j’obtiens un nouvelle
fausse preuve d’un éventuel théoréeme de décomposition de Hodge généralisé.

Preuve : (fausse preuve) : On sait que Q% (X; E) = im(d4) ® ker(64) (ce qui est
faux). On sait aussi que Q*(X;E) = im(J4) @ ker(d,) (ce qui est aussi faux).
Donc :

Qk
= Q" nQk
= (im(dag) @ ker(d4)) N (im(d4) & ker(da))
?=" (im(dg) Nim(d4)) ® (im(da) Nker(ds)) ® (im(54) Nker(d4)) & (ker(ds) Nker(da))
=  (im(dg) Nim(54)) & (im(dx) Nker(da)) ® (im(54) Nker(54)) @ (ker(An))

ou le ” = est encore une fausse égalité, du moins encore une égalité hautement
injustifiée. O

Je n’ai toujours pas de vraie preuve venant confirmer cet éventuel théoréme de
décomposition de Hodge généralisé. Je n’ai toujours pas non plus de contre-
exemple qui viendrait ’infirmer. Le but de cette section est de construire des
fausses preuves de I’éventuel théoréeme de décomposition de Hodge généralisé qui
sont de plus en plus vraies.
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21.3 Définitions (symplectique linéaire) :

Définition : (rappel) : Soit V un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur
V est une application bilinéaire symétrique non dégénérée g : VXV — R. Un
espace préhilbertien réel est une paire (V, g).

Définition : Soit V un espace vectoriel sur R. Une structure symplectique sur V
est une application bilinéaire antisymétrique non dégénérée w : VXV — R. Un
espace vectoriel symplectique est une paire (V, w).

Définition : Soit V un espace vectoriel sur R. Une structure complexe J sur V est
un endomorphisme linéaire J € Aut(V) vérifiant J? := J o J = —idy. Un espace
vectoriel complexe est une paire (V,J).

Définition : Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique et J une structure
complexe sur V. Posons g; := w(-,J-). Alors, J est dite :

* dominée par w si gy est définie positive, i.e. si Vv # 0, w(v, Jv) > 0,
* compatible avec w si g; est définie positive et J-invariante, i.e. si J est
dominée parwetsiw(J-,J-) =w(-, -).

Remarque : La condition de J-invariance est équivalente a ce que gy soit symé-
trique, i.e. soit une métrique. En effet :

g (v, w) = wv,Jw) = —w(Jw,v) = w(Jw,J*) = g;(Jw, Jv)

Proposition : Soit (V,w) un espace vectoriel symplectique et J une structure
complexe compatible avec w. Alors g;( -, -) := w(-,J-) est un produit scalaire
J-invariant.

Preuve : La bilinéarité de g; est évidente. Le fait que g; est symétrique découle
de :

g1 (v,w) = w(v,Jw) = w(Jv,J*w) = —0(Jv,w) = w(w,Jv) = g;(W, V)
La non dégénérescence de g; découle du fait que pour v # Oon a :

IVllg, = gs(v,v) = @(v,Jv) > 0
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O

Définition : Soit (V, g) un espace préhilbertien et J une structure complexe. Alors
J est dit étre compatible avec g siw( -, -) := g(J -, -) est une forme symplectique.

Définition : J’écrirai (V, g, J) pour dénoter un espace préhilbertien (V, g) muni
d’une structure complexe J compatible avec g.

21.4 Résultats préliminaires :

Définition : Soit (V,g) un espace vectoriel préhilbertien. Un automorphisme
¢ € Aut(V) est dit étre une isométrie de (V, g) si :

gle(v1), 9(12)) = g(vi,v2), Yvi,va €V

Proposition : Soit (V, g) un espace vectoriel préhilbertien. Soit ¢ une isométrie
de (V,g). Soit W < V un sous-espace vectoriel. Alors :

e(WH) = (e(W))*
Preuve : Calcul direct :

e(WH) = o{veV|Vwe W, g(v,w) =0}
= {p(v) e V|Vw € W,g(v,w) = 0}
= {veV|vwe W,g(¢ ' (v),w) =0}
= {veVlvw e W,g(v,p(w)) =0}
= {veVVg ' (w) e W,g(v,w) =0}
= {veVIVw € (W), g(v,w) =0}
= (p(W))*

O

Corollaire : Soit (V, g,J) un espace vectoriel préhilbertien muni d’une structure
complexe compatible J. Alors :

JWY) = (Jw)*
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Preuve : Découle de la derniere proposition et du fait que J est une isométrie car
est compatible avec g. O

Proposition : Soit V un espace vectoriel. Soient Wi, W, < V deux sous-espaces
vectoriels. Soit ¢ € Aut(V). Alors :

L. (Wi NW2) = (W) N p(W2)
2. (W1 +W2) = (W) + o(W2)
3. W< Wy = (W) < o(Wr)

Preuve : Montrons la premiere égalité :

e(W N W>)

p{vlv e Wi,v e Wy}
= {e)|v e Wi,v € Wy}
= {7 '(v) e WL e (v) € Wa}
= {vlvep(W),v e p(W2)}
= (W) Ne(W)
Montrons la seconde égalité :
e(Wi+W2) = @ {vi+valvi € Wi, vy € Wy}
= {e(1+v2)|vi € Wi, vy € Wa}
= {vi+vale (1) € Wi o7 (v2) € W}
= {vi+v2lvi € o(W1),v2 € (W2)}
= (W) N (W)
Montrons la troisieme implication :
Wi< W, = VYWweW,:veW,
= Vo((v) € o(W)) :veW,
= VWwepW):¢'(v)eW,
= Vv e (W) :vepW)
= p(W1) < p(W2)

O

Corollaire : Soit (V,J) un espace vectoriel muni d’une structure complexe J.
Alors :
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1. JWiNWy) =JW NJIW,
2. J(W1+W2)=JW1+JW2
3. Wi < W = JW <JW,

Preuve : Découle de la derniere proposition pour ¢ = J. O

Proposition : (fausse proposition) Soit (V, g, J) de dimension finie, ou g et J sont
compatibles. Soit W < V un sous-espace vectoriel. Alors :

W=WnJW)e (WnJWH)

Contre-exemple : 11 suffit de prendre un sous-espace W < V qui est symplectique
mais qui n’est pas J-invariant. Par exemple, considérons cet espace vectoriel :

V_R4<a o o a>
ap1” dp2’ dq1’ 0q2

Donnons-lui ces structures canoniques compatibles :

w=dp; Adg; +dpz Adga

g=dp1 ®dp; +dpr, ®dp, +dg; ®dq; +dgq2 ® dg>

0 0 0 0
J=dp1® — +dp2® — -dq1 ® — —dg2, ® —
P1 oa1 P2 94 q1 o q2 o0,

Considérons ce sous-espace vectoriel :

W:R< 0 ’ 0 N 0 >
dp1 Op>  Oqu
Alors : 5 5 5

JW:R< o >

dq1 0q2 Op

OnaWnJW = {0} car W et JW sont deux sous-espaces vectoriels de dimension

2 transverses :
R<8,6+8>+R<8’6_8>
dp1 dp>  Oqi dq1 0q2 Op)

<a 0 9 3 a_a>
dp1’ dpa  0q1’ 9q1" 0q2  Ip:

W+ JW

R<6 0 0 6>
dp1’ 0p2’ 0q1” 0qr
1%
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Ensuite : 5 5 5
ol

dq2 dp2  0q

0 0 0
JWL:R< , + >

Op2 0q> 0p

OnaWnJW+ = {0} car W et JW+ sont deux sous-espaces vectoriels de dimension
2 transverses :

0 0 0 0 0 0
W+JWE = R< , + >+R< ; + >
dp1 0p2  0q Op> 0q>  0pi

< 0 0 0 0 0 0 >
- R D) + D) D) +
dp1 Op> 0q1 Opr 0qr Opi
R< 0 ’ 0 , 0 ’ 0 >

dp1 0q1 dp2 0q>
\%

WnJW)ye (WnJWH) ={0} @ {0} ={0} #V

O

Remarque : Ceci dit, il y a moyen d’ajouter une condition a la derniére proposition
qui la rend vraie.

Proposition : Soit (V, w, J, g) hilbertien. Soit W < V un sous-espace vectoriel.
ker(w|w) est ferméen V.

Preuve : D’abord, J : V — V est une application bornée car est une isométrie.
Donc J : V — V est continue. Ensuite, g : V XV — R est continue. Puis
w(,-) =g, ), ie. w est une composition d’applications continues. Donc
w : VXV — R est continue. Donc la musicalité w : V — V* et continue. Donc
la restriction w|y : W — V* est continue. Mais {0} < V* est un fermé. Donc la
préimage (w|w) ' ({0}) est un fermé en W. Donc (w|w)~'(0) est un fermé en W.
Donc ker(w|w) est un fermé. O

Remarque : Cette derniere preuve est a revérifier. Il me semble que j’y vais un
peu rapidement sur plusieurs énoncés. TO DO !!!
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Proposition : Soit (V, g, J, w) un espace de Hilbert réel V ou le produit scalaire
g, la structure complexe J et la forme symplectique w sont compatibles, i.e.
g(J-,J-)=g(-,-)etg(-,-)=w(-,J-).Soit W < V un sous-espace vectoriel
fermé. Supposons que ce sous-espace vectoriel :

W N (ker(w|w))™*
soit J-invariant. Alors :
W= (WﬂJW)GB(WﬂJWJ')

Preuve : Par la derniére proposition, ker(w|w) est un fermé en 1’espace de Hilbert
V. Donc :
W = (W n (ker(w|w))") @ ker(w|w)

Ici,ona:
ker(wlw) =WNW*=WnJwt

Ensuite, par hypothése, W N (ker(w|w))* est J-invariant, donc :
(Wn (ker(w|lw)t) < WnNJW
Puisque W est fermé, JW++ = JW. Ainsi :

WnJW < Wn((Wt+JwW)
= Wn(W++Jw+)
< Wn(WnJwH?*

wn(Wnwe)t

W N (ker(wlw))™*

WNJW =W N (ker(w|w))*

S
I

(W N (ker(wlw))™) @ ker(w|w)
(WNJIW) & (WnJIWh)

O

Proposition : Soit (V, g, J, w) un espace de Hilbert réel V ou le produit scalaire g,
la structure complexe J et la forme symplectique w sont compatibles. Soit W < V
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un sous-espace vectoriel fermé. Supposons que les deux sous-espaces vectoriels
W N (ker(w|w))*t et W N (ker(w|w))* sont J-invariants. Alors :

V=WnJW)e (WnJWH e (WrnJWH e (W nJW)

Preuve : Parladerniére proposition, puisque WN (ker(w|w))* et WHN(ker(w|w+))*
sont J-invariants, on a :

W=WnJW)e (WnJW)
Wt =WtnJwhH) e (WnJw)
Ainsi :
V = Wewt
WnJW)ye (WnJWH e (W-nJWh) e (WHnJW)

21.5 Nouvelle fausse preuve du thm. de décomp. de Hodge gén. :

Proposition : (fausse proposition) Soit (X, g) une surface fermée orientable munie
d’une métrique riemannienne g. Soit Q' = Q' (2?; AdP). Alors :

Q! = (im(ds)Nim(84))@(im(ds)Nker(d,))d(m(64)Nker(54))® (ker(ds)Nker(54))

Preuve : (nouvelle fausse preuve) D’abord, Q! est un espace de Hilbert (faux,
c’est un préhilbertien). Considérons le sous-espace fermé im(d,) < Q' (faux, ce
n’est pas un sous-espace fermé). J’ai montré plus haut que pour W un sous-espace
vectoriel fermé d’un espace de Hilbert V tel que les deux sous-espaces vectoriels
W (ker(w|w))* et Wt N (ker(w|w+))* sont J-invariants, on a la décomposition :

V=WnJW)e (WnJWH e (WrnJWH) & (W nJW)

Prenons V = Q!, W = im(d,4) et J = x de sorte que :

W =im(d,)
JW = *im(dA) =1im(d4)
W+ =ker(6,4)

JW= = xker(64) = ker(dy)
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Je veux montrer que :
QF = (im(d4)Nim(64))@(im(d4)Nker(d4))®(Im(s4)Nker(54))®(ker(da)Nker(S4))

Il suffit donc de montrer que ces deux sous-espaces vectoriels de V sont J-
invariants :

W N (ker(w|w))* W (Wnwe)t
W (WnJwHt

im(da) N (im(da) Nker(da))*

Wtn (ker(w|lw:))t = Wtn(WHn (WHe)+
= Wrn(WtnJwthHt
= Wrn(WtnJw)*t
= ker(54) N (ker(64) Nim(64))"*

Il faut donc montrer ces deux égalités :
*(im(dy) N (im(dy) Nker(dy))*) = im(dy) N (im(dx) Nker(dy))*

*(ker(64) N (ker(64) Nim(64))") = ker(54) N (ker(54) Nim(54))*

C’est-a-dire, il faut montrer que :
im(64) N (im(64) Nker(54))" =im(dy) N (im(dy) Nker(dy))™*

ker(dy) N (ker(dy) Nim(da))* =ker(54) N (ker(64) Nim(54))*
TODO!!! O

21.6 Preuve incompléte du thm. de décomp. de Hodge gén. :

Proposition : (fausse proposition) Soit (X, g) une variété riemannienne fermée
orientable. Soit QX = QX (X; E). Alors :

QF = (im(da)Nim(8,4))®(im(d4)Nker(d))@(m(54)Nker(54))d(ker(ds)Nker(54))
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Preuve : (autre tentative) Puisque A4 est un opérateur elliptique, on peut montrer
que ker(Ay4) est de dimension finie (TO DO!!!). Donc ker(A4) est complet en le
préhilbertien Q. Ainsi :

QF = (ker(Ap))* @ ker(Ay)

En suivant les étapes du théoréme de décomposition de Hodge usuel (TO DO!!!),
on peut montrer que :
(ker(A4))* =im(Aas)
Ainsi :
QF = im(A4) @ ker(Ay)
Posons H* = ker(A, : Q¥ — QF). Ensuite, on fait comme dans la preuve du
théoréme de décomposition de Hodge usuel (A VERIFIER ! !!) :

< dada(QY) +064da(QY)
< da (@) + 64 (QF
< (7_(k)J_
= AQN

Aa(QF)

Donc la suite d’inclusions de sous-espaces vectoriels est une suite d’égalités :
im(As) =im(dad4) +im(dady) = im(dy) +1im(d4)

D’ou :
QF = (im(dy) +1im(64)) @ ker(Ay)

Donc, pour montrer 1’égalité recherchée :

Q% = (im(d4)Nim(84))@(im(dy)Nker(d4))®(m(54)Nker(54))®(ker(da)Nker(54))
il suffit de montrer que :

(im(da) Nim(d4)) @ (im(ds) Nker(ds)) ® (im(54) Nker(d4)) = im(da) +im(d4)

ou encore, il suffit de montrer que :
(im(da)Nim(84))®(im(ds)Nker(ds))®(im(d4)Nker(d4)) = im(dada)+im(54da)

TODO!!! O
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Remarque : Cette derniére preuve est incompléte mais plausible. Je n’utilise rien
de faux.

Remarque : Soit V un espace préhilbertien. Soient Wi, W, < V des sous-espaces
vectoriels en V. Supposons Wi N W, complet en V. Alors :

Wi+ Wy = (Wi n(WinWo)b) @ (W) nWa) @ (Won (W N Wa)*)

Ainsi, en prenant Wi = im(d4) et W, = im(d4), il suffit de montrer que le sous-
espace vectoriel :
im(dg) Nim(54)

est complet en le préhilbertien QX pour avoir :
im(d)+m(64) = (im(da)N(im(da)Nim(64)) ") @(im(da)Nim(54))®(im(54)N(im(da)Nim(54)) ")
Des lors, pour avoir 1’égalité recherchée :
(im(da)Nim(84))®(im(da)Nker(ds))®(im(54)Nker(d4)) = im(dada)+Hm(54da)
il suffirait de montrer que :
(im(da)nker(da))®(im(6.4)Nker(54)) = (im(da)N(im(da)Nim(54)) )@ (Im(54)N(im(ds)Nim(54)) ™)
Pour cela, il suffirait de montrer ces deux égalités :
im(dy) Nker(dy) =im(dy) N (im(dy) Nim(54))*

im(54) Nker(64) =im(d4) N (im(dy) N im((SA))L

La seconde égalité découle de la premiere en y appliquant I’'isométrie * :

im(ds) Nker(dy) =im(da) N (im(da) Nim(54))*"
— x (im(dy) Nker(dy)) = *(im(ds) N (im(dy) A im(64))5)
= xim(dy) Nxker(dy) = xim(dy) N (*xim(dy) N *im(54))*
= im(d4) Nker(d4) =im(54) N (im(54) Nim(dy))*
= im(d4) Nker(d4) =im(d4) N (im(dyg) Nim(54))*

Il suffit donc de démontrer que :

im(d4) Nker(da) =im(da) N (im(da) Nim(54))*
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Je sais que cette suite d’inclusions est vraie :

im(da) Nker(dy)

A

im(da) N (ker(ds) +ker(d4))
im(da) N ((im(64))" + (im(da))™)
im(da) N (im(64) Nim(da))*
im(da) N (im(da) Nim(64))*

A

11 suffit donc de montrer cette inclusion :
im(d4) N (im(dy) Nim(64))* < im(dy) Nker(dy)
C’est-a-dire, il suffit de montrer cette inclusion :
im(d4) N (im(dy) Nim(64))* < ker(dy)

Ainsi, mon théoreme de décomposition de Hodge généralisé serait vrai des lors
que j’arrive a montrer ces deux énoncés :

1. im(d4) Nim(54) est complet
2. im(dy) N (im(d4) Nim(64))* < ker(da)

Je doute que im(d4) Nim(d4) soit complet. Ceci dit, la décomposition
Wi+ Wa = (Wi n (W nWa)b) & (Wi nWa) @ (Wan (W nWp)™h)

peut étre vraie méme si Wi N W, n’est pas complet. En effet, dans un préhilbertien V
il faut W complet pour avoir V = WeW=. Mais le fait d’avoir V.= W@ W+ implique
W fermé, mais pas forcément complet. Bref, je devrais vérifier si im(d4) Nim(5,4)
est fermé. Car s’il n’est pas fermé ¢a peut poser probléme. A VERIFIER!!! TO
DO!!!

Remarque : J’ai cette suite d’égalités :
im(AA) = im(dAéA) + im(dAdA) = 1m(dA) + 1m(6A)
Ainsi, je peux donc aussi refaire tout ce que je viens de faire mais avec im(dad4) et

im(64da) au lieu de im(dy) et im(d4). Je n’avais pas essayé ca dans mes feuilles.
AFAIRE!!! TODO!!!
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21.7 Nouvelle preuve incomplete du thm. de décomp. de Hodge
gén. (idée d’Egor) :

Soit QF := Q*(Z?; AdP). Voici une nouvelle idée pour démontrer le théoréme de
décomposition de Hodge généralisé. C’est basé sur une idée d’Egor (2019-04-23).

D’abord, comme plus haut, puisque Ay4 est elliptique on a :

Qk

ker(A4) @ im(Ay)
ker(As) & (im(ds) +1im(d4))

L’idée d’Egor est de décomposer im(d4) et im(d4) en :
im(dy) = (im(dy) Nker(dy)) & T
im(54) = (im(54) Nker(64)) & T’

pour certains sous-espaces T et 7”.

Proposition : Ona:
(kerd?)* = im(53)

Preuve : (ATTENTION) Pour un opérateur L et L’ son opérateur adjoint, on a :
(im(L"))* = ker L
En prenant le perpendiculaire, on a donc :
(im(L"))** = (ker L)*

En faisant comme en dimension finie, on enleve le double perpendiculaire (AT-
TENTION!!!):

(ker L)* =1im(L’)
Maintenant, on prend L = di et son opérateur adjoint L' = 6%. D’ou I’égalité
recherchée. O

Remarque : Dans la derniere proposition il y a évidemment un truc a gérer (TO
DO!'!!).
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Proposition : Soit A € As une connexion irréductible. Considérons ces deux
opérateurs :
Ry=Ay'0d}: Q"> Q?
A — A A
5 ._ Al 2 .02 0
Ry =A, 0654 :Q —Q
Alors, les deux sous-espaces :

T = ds(im(R,)) = im(ds o R4) =im(dy 0 A7 062) < Q!

T’ = 54(im(R4)) = im(64 0 Ry) = im(54 0 A, 0 d?) < Q!

vérifient :
im(ds) = (im(da) Nker(da)) ® T

im(64) = (im(64) Nker(54)) & T’

Preuve : (preuve d’Egor. ATTENTION DEUX FOIS) Par symétrie de la preuve,
il suffit de montrer la premiere égalité :

im(da) = (im(ds) Nker(dy)) & T
Pour cela, il faut montrer deux choses :
(im(dg) Nker(ds)) L T
im(ds) = (im(da) Nker(da)) + T

Considérons :
a=dsB €im(dy) Nker(dy)

y =daA'3u € T =im(ds o Ay 0 63)

quelconques. Alors :

(V) = (daB,dad; 651 en
= (6adaf, AL 6% 1) g
= (AuB. AL S5k
= (AL AAB. SA1) gk
= (B, 63
= (3B W
= (daa, )«

= (O’ﬂ)g,K
=0
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Ok. Montrons maintenant 1’égalité :
im(da) = (im(dg) Nker(ds)) +T

Plus haut, j’ai démontré que pour U < W < V des sous-espaces vectoriels d’un
préhilbertien V, si U est complet, alors :

W=U®(WnUY)

Considérons ces espaces :
v=0!

W =1im(dy)
U =im(dy) Nker(dy)

Ici, V est préhilbertien. Et on a bien U < W < V. Mais U ne semble pas complet
(ATTENTION ! !'!). En oubliant la condition de complétude de U, on a donc :

im(ds) = (im(ds) Nker(da)) ® (im(ds) N (im(da) Nker(da))™)
Pour montrer que :
im(ds) = (im(dy) Nker(ds)) ® T
il suffit donc de montrer que :
T =im(ds) N (im(dy) Nker(dy))™*
C’est-a-dire, il faut montrer que :
im(da o A} 06%) = im(da) N (im(da) Nker(da))*
Pour cela, il faut montrer ces deux inclusions :
im(da o A} 067) < im(da) N (im(da) Nker(da))*

im(da o A,' 06%) > im(da) N (im(da) Nker(da))*

Montrons la premiere inclusion. Soit :

a =daA;'6%8 € im(dy o A} 0 62)
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quelconque. Alors @ € im(dy). Il reste 2 montrer que a € (im(da) N ker(dy))*.
Soit y = dau € im(dy) Nker(dy) quelconque. Alors :

(@ Y)ex = (daA; 6548, dap)g
= (64daA, 638, 1)gx
= (AaAL' 638, gk
= (5§x:8»ﬂ)g,;<
= (B, & p)en
= (B,day)ex

= (ﬁ’o)g,K
=0

Ok. Montrons maintenant 1’ autre inclusion :
im(da 0 A,' 062%) > im(da) N (im(da) Nker(da))*
Soit :
a € im(dy) N (im(dy) Nker(dy))™*

quelconque. Donc @ = d4f et aussi (@, y)q« = 0 pour tout y = dau € im(d4) N
ker(d4). Puisque A est irréductible, A, est un isomorphisme de Q°. Alors il existe
vy € Q° tel que B = A}'v. Ainsi @ = d4A}'v. Ona donc:

0 = (a,7)gx
= (daA;'v,dap)gu
= (8adal}'v, gk
= (Aal3Y, Mg
= (V. 1)gx
D’ou (v, t)g« = 0, pour tout u € QO tel que di,u = 0. En utilisant la dernicre
proposition, on a v € (ker di)L = im((Si). Il existe donc 7 € Q tel que v = 61%‘77.

On a donc :
a=daA}'y = daA, 657 € im(da 0 Ay 0 63)

Remarque : Dans la derniere preuve il y a deux choses a clarifier :
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1. Jai utilisé la décomposition W = U & (W N U+). Mais je ne pense pas U
complet.

2. Jai utilisé la proposition plus haut (ker di)L = im(éﬁ). Mais la preuve de
cette proposition était louche.

TODO!!!

Proposition : On a aussi :
(im(d4) Nker(d4)) L T
(im(ds) Nker(dy)) L T’

Preuve : Par symétrie de la preuve, il suffit de montrer la premiere égalité :
(im(54) Nker(64)) L T

Considérons :
a €im(54) Nker(da)
y =daA 3 € T =im(ds o Ay 0 63)

quelconques. On calcule alors directement :

(@, daA; 6% 1) g i
(Saa, A} %10

(0, A;‘l&i,u)g’,(
0

(a, V)g,K

Remarque : On a alors :
QF = ker(A4) @ im(Ay)
= ker(As) @ (im(dy) +1im(d4))
= ker(Ax) @ (((im(dy) Nker(da)) & T) + ((im(54) Nker(64)) & T))
= ker(A4) @ (im(da) Nker(ds)) ® (im(64) Nker(54) ® (T +T")

La question revient alors a savoir ce que vaut 7+ 7’. D’abord, on a la proposition
suivante due a Egor.
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Proposition : Soit A € Ay une connexion irréductible. Alors on a les inclusions

suivantes :
im(ds : Q° — Q') = {@ € Q'|a = dsA} 640}

im(64 : Q% — Q) = {a@ € Q'|a = 6,4, dsa}

Preuve : (preuve d’Egor) Par symétrie de la preuve, il suffit de montrer la premiere
égalité. L’inclusion dans un sens est évidente :

{@ € Q'la =dsA 640} <im(dy : Q° — Q)
11 reste alors a montrer ’inclusion dans 1’autre sens :
im(da : Q" — Q') < {a € Ql|a = dsA 540}

Soit & € im(d4) quelconque. Alors il existe 8 € Q tel que @ = da/8. Mais A est
irréductible. Donc A4 : Q0 — QO est un isomorphisme. Ainsi, 8 = AZ‘IU pour
v=A4sB.0Onaalorsa =dyfS = dAAglv. On calcule ensuite :

5AC¥ = (5AdAA21U
= AaAv
= v
Dol v = 6. Dot @ = daAj'v = dyA !5 4. O

Remarque : Les deux égalités de la derniere proposition sont évidentes. En effet,
la premiere égalité :

im(dy : Q" -5 QY ={e e Qlla= dAA/}lcSAa}
se reformule géométriquement comme :
distrib. vert. = {a |@ = vaa}

ol va = daA'64 © Q! — Q! est la projection verticale de la connexion de
Coulomb. La seconde égalité :

im(y: Q2 > QY ={eeQlla= 6AA;‘1dAa/}

découle de la premiere en y appliquant x.
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Proposition : Soit A € Ay une connexion irréductible. On a I’égalité :
TNT =im(dy) Nim(54)
Preuve : (preuve d’Egor) On a:
T =im(dsA;'6%)
T’ =im(6,A;'d})
On doit donc montrer que :
im(daA,'6%) Nim(54A,'d3) = im(da) Nim(54)

Puisque :
im(daA;'63) < im(da)

im(64A,'d3) < im(6,)

I’inclusion dans un sens est évidente :
im(daA;'6%) Nim(64A,'d%) < im(da) Nim(54)
Il reste alors a montrer 1’inclusion dans 1’autre sens :
im(daA;'63) Nim(64A;'d3) > im(da) Nim(54)

Considérons @ € im(d4) Nim(64) quelconque. Alors @ = ds8 = 64y pour 8 € Q°
ety € Q. Puisque A est irréductible, par la derniére proposition, on a aussi :

a = dAA;‘l(SAa = dAAgl(SAéAy

a =840, dpaa = 54A, dada
D’ob @ € im(d4A;'6%) Nim(64A;'d%). O
Remarque : Je voulais montrer que :
QF = ker(A4) & (im(dy) Nker(dy)) & (im(64) Nker(64) ® (im(ds) Nim(S54))

J’aurais donc ce résultat si j’arrivais a montrerque 7+ 7" =T NT".

Proposition : On a :

T+T =(TN({TNTYHe(TnT)e (T' n(TNT)*)
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Preuve : Je sais que :
Wi+ Wy = (Wi n (W nWa)™) @ (Wi N Wa) @ (Wan (W) N W2)h)

i, Wi =T, Wo=T' Wi +Wo=T+T' , WinW, =T NT, =im(dy) Nim(d4).
On a donc :

T+T =(TN({TNTYHe(TnT)e (T'n(TNT)*)
O

Remarque : ATTENTION : ici j’ai utilisé un résultat en dimension infinie. Il faut
ajouter I’hypothese sous laquelle c’est vrai.

Remarque : Pour démontrer que :
QF = ker(A4) @ (im(dy) Nker(dy)) & (im(64) Nker(64) ® (im(ds) Nim(54))

il suffit de montrer que 7+ 7" = T N T’. Par la derniére proposition, il suffit donc
de démontrer que :

(TN(TNTHYH e (T'N(TNnT)*) = {0}
Par symétrie, il suffit donc de démontrer que :
Tn(TNTH* ={0}
C’est-a-dire, il faut montrer que :
im(ds 0 A,' 06%) N (im(da) Nim(84))* = {0}
Il me semble que je devais démontrer une égalité similaire plus haut. TO DO !!!

Remarque : Pour gérer les deux trucs louches plus haut, il faut utiliser le "closed
range theorem". Et il faut compléter dans la topologie de 1’espace de Sobolev
Li = Hj. La on y démontre ce qu’on veut. Puis on revient a C* par I'identité
ﬂkLi = C®. Cette procédure est celle usuellememt utilisée pour la théorie de
Hodge standard.
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22 Décomposition simple de la théorie de Hodge :

22.1 Introduction :

Le but de cette section est de décomposer la théorie de Hodge lors d’une décom-
position simple
X"=Y"'xR

Des résultats similaires s’obtiennent aisément pour le cas X = Y~ x [0, 1].

22.2 Le lieu, la métrique, la forme volume :

Soit X" = Y"~! x R lisse orientable muni d’une métrique g de signature sg. Je
dénoterai a la fois les points de R par ¢ et a la fois par # : X — R la coordonnée
t sur X. Dénotons par Y; := Y X {t} les tranches ¢ constantes. Posons la famille
d’inclusions

Y > X
y= (1)
Supposons que la métrique g sur X se décompose comme
g=g+s,dt®dt

de sorte que g(d, -) = 0, que s, = %1, et que pour tout ¢ la restriction g|y, est
une métrique pseudo-riemannienne de signature sz = s, - 5, sur ¥;. Considérons le
champ vectoriel 9, := s,(dr)8. Ce champ vectorel vérifie d7(9;) = dr((s,dr)8) =
52 = 1 tel que souhaité. Posons

8 =18
C’est une famille de métriques pseudo-riemanniennes sur Y paramétrée par ¢. Sur
chaque tranche Y; se trouve une forme volume €2z, qui vérifie

ng = QL;g = L[ QgIYz

Les formes volumes Qg), sur chaque tranche ¥; déterminent une (n — 1)-forme Qg
sur X telle que
Qgly, = gy,
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Puisque dt est diagonalisé en g sur X, on a I’égalité
Q, =Q5 Adt

Enfin, la signature de g et celle de g sont reliées par sz = s, - 5.

22.3 Produit scalaire sur les k-formes :

Dénotons par (-, ) le produit induit par (- sur chaque tranche Y;.

> >§|Yt

Proposition : Soient @, 8 € Q*(X) et y € Q**!(X) ne contenant pas de dr, i.e.
to, @ = 14,8 = ty,y = 0. Alors on a les trois €galités suivantes :

(@,B)g = (@, B);
(@ Adt, B AdL), = si{a, B)g
(@Adt,y), =0
Preuve : Les égalités découlent du fait que dr est diagonalité en g. Montrons la
premiere égalité :
(@,B), = gt Lps @ = Lge...lged = (@, B);
Montrons la seconde égalité :

(@ Adt, B Adr),

L(df)gLﬁi"'L,Bf (a Adr)

= Udne (Lﬁi...Lﬁzlga) dr
= (yansdr) (@, B);
= S;(a’,ﬁ)g

La troisieme égalité est évidente. O

22.4 Opérateur x de dualité de Hodge :

Souvenons-nous que I'opérateur de dualité de Hodge peut s’écrire explicitement
comme :

* = 1,2 Q 18 K (al A A ak) = L(a,k)g...t(al)ggg
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Ici, Q, = Q5 A dz. 11 est donc possible de relier la dualité de Hodge sur X a celle
sur chaque tranche Y;. Dénotons par *, : QK(X) — Q" k(X) la dualité de Hodge
sur X et par kg : Q¥(X) — Q"*¥~1(X) celle induite par la dualité %, sur chaque
tranche Y;.

Proposition : Soit a une k-forme sur X ne contenant pas de dz, i.e. (5, = 0.
Alors
*oa = (xza) A dt
*g(@ Adt) = 5,(=1)"" " (xz0a)

oll Xz € Q" *=1(X) ne contient pas de dr.
Preuve : D’abord la premiere égalité :

ko = Lge),
= 142(Qz A dt)
= (102Qg) A dt
= (14e825) AN dt
= (xga) A dt
Ol a8 = af et 1,¢dt = 0 découlent du fait que @ ne contient pas de dr et que dt

est diagonalisé en g. Remarquons que *;a est une (n — k — 1)-forme ne contenant
pas de dz. Ensuite la seconde égalité :

*o (o A dt) L(dr)stas €2

= Sy, Las(Qg A dr)

= i, ((1as€2g) A di)

= sitg, ((1,6Q5) A dt)

= i, ((ga) A dt)

= si(=1)""* (xga) A (19,d1)

= s5i(=1)"" " (xza)
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22.5 Produit scalaire L? sur Q*(X) :

Proposition : Soient a, 8 € Q*(X) et y € Q¥*1(X) ne contenant pas de dr, i.e.
to, @ = 15,8 = ty,y = 0. Alors on a les trois égalités suivantes :

(@B = [ (@l Bl gy,

(@ Adt,BAd, =, /(dly,,ﬁlYt)gmdf
R

(@ Adt,y)g=0

Preuve : D’abord la premiere égalité :

(a, ﬁ)g

I
><\
j@\
=
g
)
oQ

Il
R
=
~
o
)
oQ
>
[oN
~

/( <Q|Y,’,8|Y,>g|yt9g)dt
R Yt

/(alyﬂﬂln)gmdl

R

La seconde découle de la méme maniere du fait que (a A dr,B A df),ly, =
Sz<CY|Y,,,3|Y,>g|y,- La troisieme découle du fait que (@ A dz,y), = 0.

Corollaire : Soient a, 8 € Q%(X) sans dt. Posons @, := @ et B, := ¢ deux
familles de 1-formes sur Y et g, := ;g une famille de métriques sur Y. Alors

(@, B)g = /R (. Br)g, di

(Ol A dt,ﬁ A dt)g =8¢ /(a’t,ﬂt)g’dt
R
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22.6 Codifférentielle :

Rappel : La codifférentielle ¢ : Q% (X) — Q¥ 1(X) est définie par ¢ := (=1) %!
dx et se reformule comme § = (—1)*"*! sxdx. Elle est reliée 4 I’opérateur adjoint
d* de la différentielle extérieure d via :

(da,B)g — (a,08)g = '/aX @ A kgf3

pour @ € QF(X) et B € Q*1(X). Lorsque X est sans bord, § = d* sous (-, - ),.
Le terme de droite dans la derniére égalité€ contient bel et bien x, 8 sur X. Relions
caa x;.

Proposition : Soit @ € QF(X) ne contenant pas de dt. Alors :
dlxa =dlya + (-1)*a® Adr
dlx(a Adr) = dlthZ A dt

ou dly, est sur X induit par chaque tranche d|y,aly,. Ici a(’)lyz = %(aflyt) est la

dérivée en ¢ de la famille de 1-formes aly,. C’est-a-dire, |y, = (;71)* (%Lfoz).

Preuve : La premiére égalité est évidente car d|p () = dt Aa? = (=1)ka) Adt,
La seconde découle de la premiere :
dlx(a Adf) = (d|xa) Adt = (dy,a + (=D Adr) Ade =dy,a Ade

O

Proposition : Soit @ € Q*(X) ne contenant pas de dt. Alors on a les deux égalités
suivantes :
5g|xa = (5g|yza

Selx(a Adr) = (8gly,@) Adr+ (1) s, x5 (kza)?
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Preuve : D’abord la premiere égalité :
Selxa = (=)™, 5, d|x x4 @
= (=1 s, %, d|x (kga A dt)
= (=)™l g %, ((dly, *z @) A dr)
— (—l)nk+n+1SgS,(—l)n_(n_k)_] *g d|Yt *g @
(=1)kHm+ks s, %z dly, %z @
= (—1)nk+n_kSg *g d|y, *g
= 5g|yta’
ol 8zly, = (=1)™*"k5; x5 d|y, %z car dimY = n — 1. Ensuite la seconde égalité :
Oglx(a Adt)
= (=)D e dlx *g (@ A d)
= (=)™ g g dix (s (=1 g o
= (1) g5, xg dlx (xga)
= (=)™ s % (dly, (kz@) + (=1)" 5 (dega) D A dr)
= (=1)"Hkg s kg (dly, x5 @) + (=1 ()R g s ke ((kga) ™ A dE)
= (=)™ g (kadly, %g @) Ade+ (=1)" Lsgsys, (=1)" D s (deza) @
= (Sgly,@) Adt+ (=1)" g s (xga)
O
Remarque : Quand j’utiliserai cette dernicre formule, ne pas oublier que s, = s55;.
Remarque : 11 semble possible de développer d’avantage le dernier terme
*g(*ga)(t) de la seconde égalité de la derniere proposition. Mais ¢a implique-
rait des dérivées temporelles de la métrique, donc des symboles de Christoffel et
tout le tralalala.
QUESTION : Décomposer I’équation suivante ?

(daaﬁ)g - (a, 5ﬂ)g = /axa A *gﬁ

Deux cas a considérer : X =Y xRouY estabordetle casou X =Y X [0, 1] ou
Y est sans bord.
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22.7 Codifférentielle covariante :

Soit X" = Y" ! x R. Soit 8, = s,(df)® € X(X) pour g = § + s,df ® dr ol
g(0;, -) = 0 telle que pour tout ¢ € R la restriction g|y, soit une métrique pseudo-
riemannienne de signature s; = sg5; sur Y;. Supposons wx : Px — X trivial ou
Px = Py X R pour y : Py — Y trivial. Soit s, x une section de Px constante en
R,i.e. sa,x(y, 1) = (Say (y), t),Vy € Y, t € R pour une certaine section s,y de Py.
Posons 8 € X(Px) par(') lsax-g = (Pg)s(5a,x)<0; € Ty, - ¢Px pourtout g € G.
Soit A € Ay. Soit Yt := A(Gﬁ) et A := A — yPdr*. On a alors une décomposition
A=A+ wﬁdtﬁ ou Yt € QAd nor (PX5 8) est une O-forme basique et ol A est une

forme de connexion sur chaque tranche Py, := Py X {t} C Py, i.e. A| Py, € Ap,, .
On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition : Soit @ € QX(X;E), o0 E = P X, V, ne contenant pas de dz. Alors
on a les deux égalités suivantes :

dalxa = dzly.a + (=D (@' + (p.y) o @) Adr
dalx(a@ Adt) = (djly,@) Adt

Preuve : D’abord la premiere égalité :

('

dylya
Alx ;

diryat + (p.A)(A. 0)a),

dlp, o +diF A @90 + (pu(A+udi) (n, 0)a),

= (dlp, af +drf A (@ + (0. A) (A, 0)a + (p.ptdrt) (A, 0)a )ﬁ
(d Iy, @ + (=1 (@H O A df* + (=1)* (p. gbﬂ)oaﬁ/\dtﬁ)ﬁ

dA|Py +(=1) ((aﬂ)(t) + (ps wﬂ) Oa,ﬁ) A dtﬁ)Jtt

dilya + (=D (@ + (py) 0 @) A di
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Ensuite la seconde :

dalx(@nd) = (d]p,(a* n i),

dlry (@ A df) + (p.A) (A 0) (0 A i),

(A, o) A e+ (p.A) (. 0) () A dF),

(@1p, af) narF),

(
(
((dlpyt o) A dif + (p A (A, 0)(af A dif) + (puutdf) (A, o) (af A dt’i))ﬁ
(
(
(

dily,a) A dt
]

Proposition : Soit @ € Q(X;E), o0 E = P X, V, ne contenant pas de dz. Alors
on a les deux égalités suivantes :

5A,g|Xa’ = 5,&,g|Y,a’

Saglx(a Adr) = (5A,g|yta) Ade+ (1) s e () O+ (=D (pug) 0 @
Preuve : On calcule d’abord la premiere égalité :
Saglxa = (=1)"™ s, %, dalx *g @
= (=1)"* s %o dalx ((kza) A dt)
= (=)™ g % ((djly, *z @) A dr)
= (=) (1) =0T (aed sy % @)
= (=) g (xgdly, *g @)
= (1) pynkeken (@i,gh’ﬂ)

= 5A’g~|yta

402



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Ensuite la seconde égalité :
Saglx(a A dr)

= (=DrkrDamtlg e dalx *g (@ A dr)

= (=)™ sgs wg daly (1" g
(=1)™¥ ¥k s 5, %g dalx (@)
SgS; kg (dg|yt *5 a)

+(= )" oxg (1) (xg0) @ + (p) © (kge)) A )

= (1) s (xgdly, *z @) A dt

(=" g g (@) + (p0) © (xg)) 1 )

- (5A ) Ade+ (1) T s2 (= 1) k=D=1 ((*ga)<f>+(p*¢)o(*ga))

(_ 1)nk+n+k

i a)

(5 A,gma) A+ (=1)" s g (xga) ) + (1) s, (payr) o (x3a)

- (5A,g|YZOZ) Adr+ (=1 e (p) @ 4 (<1 (o) o (1) DR )
( A,gly,a)

s Adt+ (1) g ez (kz@) D + (1) (py) 0 a

Corollaire : Une version équivalente de la derniere égalité est :
sl ndn) = (55a) A di+ ()5, x5 (xg@)® + (<) (p.0) 0@
Preuve : Il suffit de montrer que :
(D)™ sy %z (kga)® = (=D s, x7! (xga)
On calcule directement :

(—l)nk+k+1sg *; (*ga)(t)
_ (_l)nk+k+1sgsg(_1)(n—l)(n—k—1)+(n—k—1) *gl (*ga,)(t)
_ (_l)nk+k+1(_1)n(n—1)—k(n—l)—n+l+n—k—lsl *gl (*ga)(’)
_ (_l)nk+k+1(_1)n2—n—kn—k—n+1+n—k—lst *gl (*ga)(t)

= (=D)"s, *5" (xg)?
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O

Corollaire : Si g est constante en ¢, alors la seconde égalité de la derniere
proposition revient a :

daglx(aAdr) = (5A,g~|Y,C¥) Adr+ (=D 50D + (=D (p,) o (@)
Preuve : Puisque ¢ est constante en ¢, il suit que

7! (hga) ) = %7 g (@) = )

22.8 (Anti-)auto-dualité :

Proposition : Soit 7 tel que (—1)""*D/25, = 1 (i.e. telle que *é = 1 sur les
(k = n/2)-formes). Soit

a=B+yAdr e QV*(X)

ot B € Q"2(X) ne contient pas de dr et ot y € Q*?>71(X) ne contient pas de dr.
Alors « est (anti-)auto-duale, i.e. @ = + % « si et seulement si I’équation suivante
est satisfaite :

*gﬁ ==xy
Preuve : D’abord, n — k = 2k — k = k. Ensuite, considérons la suite de « si et
seulement si » suivantes :

*g @ = *a
= *, (B+yAdt)=x(B+y Ade)

& )y B+x(yAdt) =Ly Adt

= (xgB) Adt+ (=1)"Fs; %y =B+ yAdt
= *; =y et (—l)ks,*g)/:iﬁ

= *;f=xy et (=Dis,xzy =18
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ou la premiere égalité est égale a la seconde puisque :

*; B ==xy
— *§ B=%%zy
= (1) szB =+ %z ¥
= ()" (=)D B = 2 xpy

= (-Dfs;x;y =18
car sz = 5g5, = (=1)""* D25, et n = 2k. Dot :

*o =t & *zB =ty
Bref, les équations auto-duales et anti-auto-duales vérifient :

ko =@ & )z =7y

ko = —@ & *zB=-y
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23 Décomposition double de la théorie de Hodge :

23.1 Introduction :

Le but de cette section est de décomposer la théorie de Hodge lors d’une décom-
position double
X"=Y"?xRxR

Des résultats similaires s’obtiennent aisément pour le cas X" = Y2 x [0, 1] X R.

Ici, contrairement a la derniere section, je suppose que s et ¢ sont de signature
positive g = & + ds ® ds + dr ® dr. 1l faudrait éventuellement généraliser ¢a a une
métrique du type g = g + s,ds ® ds + s5,dr ® dt ou s5, s, € {—1, 1} pour gérer des
cas de signature pseudo-riemannienne.

23.2 Le lieu, la métrique, la forme volume :

Soit X" = ¥Y"72 x R x R lisse orientable muni d’une métrique g. Je dénoterai a la
fois les points de R X R par (s,¢) etalafoispars : X — Retr: X — Rles
fonctions coordonnées s et ¢ sur X. Dénotons par Y, :=Y X {s} X {¢} les tranches
ou s et ¢ sont constantes. Posons la famille d’inclusions

ts:Y =X
y = (y,8,1)
Supposons que la métrique g sur X se décompose comme

g=8+ds®ds+dr®dr

ou g(ds, -) = 0et g(0;, -) = 0 et telle que pour tout s et tout ¢ la restriction
gly,, soit une métrique riemannienne sur Yy ,. Considérons les champs vectoriels
ds := (ds)8 et 9; := (dr)8 donné par g-musicalité diese-riemannienne des 1-formes
différentielles ds et dr. Posons

85t = 15,8
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C’est une famille de métriques sur Y paramétrée par s et ¢. Sur chaque tranche Y ;
se trouve une forme volume €2z, ~qui vérifie

_ I
Qgs,z - le,,g - Ls,tQ

Elyy.;

Les formes volumes €25
Qg sur X telle que

ly,, sur chaque tranche Y; , déterminent une (n — 2)-forme

Qely,, = Qg

Puisque ds et dr sont diagonalisés en g sur X, on a I’égalité
Qg = Qg Ads A df

Remarque : Ne pas confondre la signature sz = s, et le parametre s.

23.3 Produit scalaire sur les k-formes :

Dénotons par (-, -); le produit induit par (- sur chaque tranche Y ;.

> >g|Ys,t

Proposition : Soient a, 8 € QX(X), y € Q¥1(X) et n € Q¥*?(X) ne contenant
pasnide dsnide ds,i.e. tpa =15, = 15,8 = 15,8 =15,y = Lo,y = ty,n = ty,n = 0.
Alors :
<a’ﬁ>g = <aaﬁ>g
<a/ A dt’ﬁ A dt)g = <a’,ﬁ>g
(@ Ads, B Ads), =(a, B);
(@ Ads Adt,BAds Adr), =(a, B);
(@ Adt,y), =0
(@Ads,y), =0
(@ Ads Adt,m), =0
(@ Ads,BAdr), =0

Preuve : Les égalités découlent du fait que dr est diagonalité en g. O

Remarque : Reégle générale : si le nombre de ds et de df n’est pas le méme a
gauche et a droite alors le produit scalaire est nul.
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23.4 Opérateur x de dualité de Hodge :

Souvenons-nous que I'opérateur de dualité de Hodge peut s’écrire explicitement
comme :

* = 1,2 Q, 8. K (al Ao A ak) = L(ak)g...L(al)gQg

Ici, Q, = Q5 A ds A dz. Il est donc possible de relier la dualité de Hodge sur X a
celle sur chaque tranche Y;,. Dénotons par %, : QX (X) — Q" *(X) la dualité de
Hodge sur X et par *; : QK (X) — Q" *2(X) celle induite par la dualité *2ly. .
sur chaque tranche Y ;. ’

Proposition : Soit @ une k-forme sur X ne contenant pas de ds ni de dt, i.e.
to,a = 1, = 0. Alors
*ea = (¥ga) Ads Adt

*g(a Ads) = (-1 * (xgar) A dt
xg(a Adt) = (=1)" 1 (xza) A ds
*g(a Ads Adr) = %z

oll xza € Q" *2(X) ne contient pas de ds ni de dt.

Preuve : D’abord la premiere égalité :

ko = g2l

Los (5 Ads Adr)
(La2Qz) A ds A dt
(106Q3) A ds A dt
(xga) Ads Adt

Ou af = af et 1eds = 1edt = 0 découlent du fait que @ ne contient pas de
ds ni de dr et que ds et dr est diagonalis€é en g. Remarquons que *za est une
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(n — k — 2)-forme ne contienant pas de ds ni de dz. Ensuite la seconde égalité :

*o (o A ds)

Vient la troisieme égalité :

*o (o A drt)

Enfin, la derniere égalité :

*g(a Ads Adr)

L(ds)sLasS2g

Lo las (5 A ds Adr)

Lo, ((Las25) A ds A dt)

1o, ((142Qz) A ds A dt)

Ly, ((*ga) Ads A dr)
(1) 2 (xza) A (15,ds) A dt
(=1)"*(kza) A dt

Ldyslas €2

Lo, Loz (Qz Ads Adr)

15, ((1g2825) A ds A dt)

to, ((1e5Qz) A ds A dr)

Lo, ((kga) Ads A dr)
(=1)" K73 (xza) Ads A (1g,dt)
(=) (xza) Ads

L(dn)s L(ds)s Las g

Lo, Lo lae (25 A ds A dt)

Lo, Lo, ((LasQg) A ds A dt)

Lo, Lo, ((102Qz) A ds A dt)

Lo, Lo, ((kgar) Ads A dt)

ta, (=1)" 2 ((%g@) A (t9,ds) A dr)
1o, (=1)"* ((kga) A di)

(=" (=1 2 (ga@) A (1,dr)
* g
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23.5 Produit scalaire L? sur Q(X) :

Proposition : Soient , 8 € QX(X), y € Q1 (X) et n € Q¥*2(X) ne contenant
pas de ds ni de dr. Alors :

(a’ﬁ)g = /RZ(Q|XV,,,,8|KY,,)(§|K”dS A dt

(@ Adt,BAdE)g = /2(a|lﬂs,t’ﬁ|lﬂs,t)glx§,,ds A dt
R

(@ Ads,BAds)g = ‘/z(aln’t,ﬁlyﬁ[)gm’t ds A dr
R

(@ AdsAdt,BAds AdE)g = / (aly,,,Bly,,)aly. ds Adt
R2 s s S,t

(@ Andt,y)g=0
(@ Ads,y)g=0
(@ AdsAdt,n)g=0
(@ Ads,BAdE)g=0

Preuve : D’abord la premiere égalité :

(@.B); = /X (. B) Qs

/ (/ (aly, Bly, Vgl Rz | ds A dt
R? Y5t =

‘[Rz (Cl,/lYS,,’ﬁle,z)g'Ys,t ds A dt

It
—
A
X
A

~
R
=
oo
@)
o
>
o
o5}
>
[
~
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Ensuite la seconde :

(@ Adt, B AdL),

/X (@ Adt, B Adr),Q

/ (@, B)zQz Ads Adt
YXRXR

/ (/ <Q|Yg,,a,3|Y;,,>g|Y“Qg ds A dt
R2 Y1 :

= /Rz(a|x*»f"3|xw)§|n,zds A dt

La troisieme €galité découle de la méme maniere que la seconde mais via (@ A
ds,B A ds), = (a@,B); cette fois. La quatrieme égalité découle de (@ A ds A
dt, B A ds Adr), = (@, B);. Les quatre dernieres €galité€s découlent des résultats
d’orthogonalités de I’avant-dernire sous-section, a savoir (@ A dr,y), = 0, (@ A
ds,y), =0, (@ Ads Adt,;), =0et(a Ads,fAdr), =0. O

Corollaire : Soient a, 8 € QF(X) sans ds ni dz. Posons ay,; := i (aly,,) et
Bs. = t;,(Bly,,) deux familles de 1-formes sur Y et gy, := ¢ ,(&ly,,) une famille
de métriques sur Y. Alors :

(@.8) = [ (@0seBu ds A
R
(@ Adt,BAdl), = / (@s,t5 Bs,t)gs,ds A dt
R2 '
(e Ads,BAds) = / (g, Bs,1)g, ,ds A dt
R2 ’

(@ AdsAdt,BAds Adl)g = / (s,t5 Bs,t)g, ds A dt
R2 ’

23.6 Codifférentielle :

Rappel : La codifférentielle ¢ : Q% (X) — Q¥ 1(X) est définie par 6 := (—1)* %!
dx et se reformule comme § = (—1)"k*+1 g ¢*dx. Elle estreliée al’opérateur adjoint
d* de la différentielle extérieure d via

(da,B)g — (@, 0B)¢ = ./ax @ A xqf3
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pour @ € QK(X) et B € QK*1(X). Lorsque X est sans bord, § = d* sous ( -, g
Le terme de droite dans la derniére égalité€ contient bel et bien x, sur X. Relions
caa *g.

Proposition : Soit @ € QF(X) ne contenant pas de ds ni de dt. Alors :
dixa = dly,, @+ (-1)*a™ Ads + (-1)* ') A ds
dix(a Ads) = (dly,,@) Ads+ (=) Ads Adr

dix(a Adt) = (dly,,@) Adt + (=1)* e Ads Adr
dlx(a Ads Adt) = (d]y,,@) Ads A dt
olt d|y,, est sur X induit par chaque tranche dly, ,aly, . Ici @]y, , = %(alyw) et

al’ ly,, = %(al v,.) sont les dérivées en s et ¢ de la famille de 1-formes aly, , .

Preuve : La premiere égalité est évidente. Les trois autres découlent de la pre-
miere :

d|x(a A ds) (d|xa) A ds
= (dly,, @+ (=) Ads+ (=1)* ') Adr) Ads

= (dly,,@) Ads+ (=)o Ads Adt

dlx(@ Adf) = (dxa)Ads
= (dly,, @+ (=)™ Ads+ (=1)* D Adt) A dr
= (dly,,@) Adt+(=D*a® Ads Adt

dlx(a Ads Adt) = (d|xya) Ads Adt
= (dly,, @+ (=)™ Ads+ (=1)k D Adr) Ads Adr
= (dly,,@) Ads Adt

Proposition : Soit @ € Q¥(X) ne contenant pas de ds ni de dt. Alors :

Oglxa = d5ly, @
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Selx(@ Ads) = (8zly,,@) Ads+ (1) s, %5 (x5a)

Selx (@ Adf) = (8zly,,@) Adt+ (=1)" s, %z (za)?

Oglx(@ Ands Adt) = (6zly,,@) Ads Adt
+(=1)" s (kg (z@) @) A dr
+(=1)" 54 (x5 (kga) D) A ds

Preuve : Souvenons-nous que sur les k-formes sur X” on a d|x = (—1)"k*+"+! Sg kg
d|x*,. Donc sur les k-formes sur Y”;? on a

Sly,, = (=) s g dly, kg = (1) g Hg dly, %
D’abord la premiere égalité :

Selxa = (=)™ %, d|x *, @
= (=)™ %, d|x (kg A ds A dr)
= (=1)"*" s, % ((dly,, *z @) Ads Adr)
— (_1)nk+n+1sg wg dly,, %z @

= Ogly,,@
Ensuite la seconde égalité :

Oglx(a Ads)
= (=)Dl e dlx *g (@ A ds)
= (=)™ sg %y dlx ((=1)"* (kz@) A dp)
= (1) e, d|x ((xga) A dr)
= (=D)L e ((dly,, *g @) Ade+ (=1)"2 K (kza) ) A ds A dr)
= (=D)L e ((dly,, *g @) AdE) + (=1)" s % ((xg@)™) Ads Adr)
— (_l)nk+n+k+1sg(_1)n—(n—2—k+1)—1(*gd|Yw *; @) Ads + (—l)nk+lsg *g (*ga’)(s)
= (=)™ (kgdly, , *g @) Ads + (=1)" sy g (kza))

= (Sgly,, @) Ads+ (=1)" s, %z (x50) )
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Puis la troiseme égalité :
Oglx(a Adr)
= (=)D e dlx *g (@ A dE)
= (=)™ sy xe dlx((=1)"* (3ga) A ds)
= (=)™ s, dlx ((xza) A ds)
= (=)™ g %o ((dly,, *z @) Ads + (=1) "2 (5z0) D A ds A dr)
= (=)™ s ke ((dly,, %z @) Ads) + (=1)" sy % ((xga)? A ds A dr)
— (_l)nk+n+ksg(_1)n—(n—2—k+l) (*g'dlYS,t *; a) Adr+ (—l)nk+1sg *g (*ga,)(t)
= (=)™ (kgdly,, *z @) Adt+ (=1)" sy kg (kga)
= (8zly,,@) Adt+ (=1)"* sy %z (za)
Enfin la derniere égalité :

Oglx(a Ads Adr)
= (=D)rkDemrlg e dlx *, (@ Ads A dr)
— (_l)nk+n+lsg *g d|x(*§6¥)
— (_1)nk+n+lsg *g (d|Ys,z *g a
+(=1)"* (k@) Ads + (1)K (k) D A dr)
— (_1)nk+n+1sg *g (dle,z *g a,)
(= 1) g e, ((ga)®) A ds)
+H(=1)" g e, ((kga) A dr)
= (=1)"** s, (xgdly,, *xz @) Ads Adt
+(_l)nk+k+lsg(_1)n—(n—2—k) (*g(*ga)(s)) A dr
+(_l)nk+k+lsg(_l)n—(n—Z—k)—l(*g (*ga)(t)) A ds

= (Ozly,, @) Ads Adt+ (=)™ s, (x5 (eg@) ) Adt + (=1)" s (kg (xg)?) A ds

QUESTION : Décomposer I’équation suivante ?

(da,B)g — (@, 0B)¢ = ./ax @ A xqf3
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Deux cas a considérer : X = Y xRxXRouY estabordetlecasou X =Y x [0, 1] xR
ou Y est sans bord.

23.7 Codifférentielle covariante :

Soit X* = Y"2 x R x R. Soient d; := (ds)¢ et §, := (dr)¢ en X(X) pour g =
g+ds®@ds+dredrou g(dy, - ) = g(0s, -) = Otelleque pourtout s, r € Rlarestriction
gly,, soit une métrique riemannienne sur Y ;. Supposons nrx : Px — X trivial ol
Px = PyxRXRpourmry : Py — Y trivial. Soit s, x une section de Py constante en
RXR,ie. sq.x(y,5,1) = (Sqy(y),s,1),Vy €Y, s,t € R pour une certaine section
Sqy de Py. Posons ﬁtﬁ € X(Px) par aﬁsmx.g = (@g)u(Sa,x)+0; € Ty, - Px pour
tout g € G. De la méme maniere on construit 83 € X(Px). Soit A € Ax. Soient
oF = A((?f), Yt o= A((),ﬁ) et A := A—fds? —ytdrf. On a alors une décomposition
A = A+ ohdst + ytdr® on oyt e di,hor(PX; g) sont deux O-formes basiques et
oil A est une forme de connexion sur chaque tranche Py,, := Py x{s} x{t} C Py,

ie. Al Py,, € Apy,,. On peut alors énoncer la proposition suivante :

Proposition : Soit @ € Q¥(X; E), ot E = P X, V, ne contenant ni de ds ni de dr.
Alors on a les quatre égalités suivantes :

dalxa = djly, @ + (=D* (@ + (p.¢) 0 @) Ads + (=D (@ + (o) 0 @) At
dalx(a Ads) = (dgly,, @) Ads + (=D (@™ + (pu) o @) Ads A dr

dalx(a Adf) = (dgly,,@) Adt+ (=1 (@™ + (p.p) o @) Ads Adr

dalx(a Ads Adr) = (dgly,,@) Ads Adt
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Preuve : (preuve de la premiere égalité¢) Calculons d’abord ceci :
dAleaﬁ
= dlpga’ + (p.A) (A, o)
= dlp,,, a® +ds* A (aﬁ)(s) +dif A (afﬁ)(t) + (ps (A + goﬁdsﬁ + zﬁﬁdtﬁ))(/\, O)aﬁ
= dlp, " + (p.A) (A, 0)af +ds* A (@) +drf A (o))
+(psfds®) (A, 0)aF + (puytdif) (A, 0)af
= dp, af+ (=D (@H A dst + (~D)F (@) A dr?
+(—1)k(p*<,0ﬁ) oa¥ A dst + (—1)k(p*lﬁﬁ) oa¥ A drf
= dp, "+ (=DF (@D + (p.g?) 0 aF) A ds?
+(=D (@ + (puy?) 0 @) A dif

dalxa
(dA|anﬁ)ﬁ

= dgly,, @+ (=D* @Y + (p.p) 0 @) Ads + (=1)* (@) + (pupy) 0 @) A dt

(preuve de la seconde égalité) Calculons d’abord ceci :
d*|py (aF A ds?)
= d|p,(af Ads*) + (p.A) (A, 0)(af A ds)
= dlpy,, (@ A ds®) +dsP A (af AdsH® +drf A (aF A dshH®
+(ps (A + ofds® + yPdrf)) (A, 0) (aF A dsP)
= (dlp, o) Adst+dif A (@B A ds?
+((p+A) (A, 0)a?) A ds? + (puytdi*) (A, 0) (af) A ds?
= (dlp,,,f + (p.A) (A, 0)a") Ads* + (=1)**! (")) A ds* A dr¥
+(=D** 1 ((puyt) 0 a¥) A dst A drt
= (dp, 0" Ads'+ (=D (@)D + (py) 0 af) A ds? A dr
D’ou :

dAlx(a’ A dS)

(@*1px (A dsh)),

(dzly,, @) Ads+ (=D (a® + (o) o @) Ads Adt
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(preuve de la troisieme égalité) Calculons d’abord ceci :

D’ou :

dalx(a A dr)

d|p, (¥ A di?)

dlp, (@ A di*) + (p.A) (A, 0) (o A drf)

d|10,,s’t(a/tt Adef) +dst A (@f A dH® +def A (@f A drh)O
+(ps (A + oFds® + yPdrf)) (A, o) (aF A dif)

dlpy,, (F A def) +dsF A (@ A de))

+(pu(A+ gHdsh)) (A, 0) (aF A drf)

(dlpy, ,a*) Adr +ds* A () A drf

+((p.A) (A, 0)aH) A di* + (p.tdsh) (A, o) (aF) A dr?

(dlpy, @ + (p.A) (A, 0)af) Adi* + (=D)F (aF)) A dst A di?
+(=D*((psp™) 0 a®) A ds? A drf

(dA|PYs,,0/ﬁ) Adit+ (DR (@)Y + (p.p") 0 af) A ds? A dif

(@1 A ah),

= (dgly,, @) Adt + (=D (@™ + (p.p) o @) Ads A dt

(preuve de la quatrieme égalité) Calculons d’abord ceci :

d4|p, (o A ds? A dif)

= d|p,(a® Ads* Adr*) + (p.A)(A, 0)(af Adst A drf)

= dlp,, (of AdsP Adt*) +dsP A (@f Adst A dF)S +dif A (@f Adst A dif)O
+(ps(A + ods® + yPdr)) (A, o) (af A ds? A dr¥)

= (dlp,, ") Ads* Ade+ ((puA) (A, 0)ab) Ads® A drf

= (dlp, @' + (p.A) (A, 0)a%) A ds* A drf

= (d4 Py, @) A dst A drf

dal|x(a Ads A dr)

(dA|PX(aﬁ A dst A dtﬁ))ﬁ

(dgly,,@) Ads Adt
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O

Proposition : Soit @ € Q¥(X; E), ot E = P X, V, ne contenant ni de ds ni de dr.
Alors :

Saglxa =07,ly, @
Oaglx(a Ads) = (644ly,,@) Ads+(=1)"""sy %5 (xz@)® + (=) (p.p) 0 @

Saglx(a Adt) = (84 4lv,,@) Adi+ (1) sy 5 (g)? + (1) (p.p) 0 @

daglx(@AdsAdr) = (6z4ly,,@) AdsAde
+((=1)"* 5wz (xz0) W + (=1 (o) 0 @) A dt
+((=1)™ g %5 (kza) ) + (=1)* (puyp) 0 @) A ds
Preuve : Souvenons-nous que :

Ko = (k) Ads Adt et Kk, (@ Ads AdE) =k

xg(a@ Ads) = (=1)"F(xza) Adt et xg (@ Adt) = (=1)"F(kza) Ads
5A,g|X = (_l)nk+n+lsg *g dA|X*g
Sxglv,, = (=D g s dily, Kg = (1) s Hg dgly,, %g
*§ — (_l)nk+ksg et *§ — (_1)(n—2)k+ksg — (_l)nk+ksg
(preuve de la premiére égalité) Calculons :

Saglxa = (=1)"™ s, %, dalx %, @
= (=1)™¥mlg %, dalx ((xz@) Ads A di)
(_1)nk+n+1sg *g dA|Ys,t *g a
— (_1)nk+n+l (_1)nk+n+15&g|1’s,za’

- 5A,g|Ys,za’
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(preuve de la seconde égalité) Calculons :
§A,g|x(a’ A ds)

(=)Dt e, dalx *g (@ A ds)

= (=1, % daly ((—1)"-’<(*ga) A dt)
= (=)l s, dalx ((kga) A df)

= (=)™ e ((dgly,, %5 @) Adr)

+(_1)nk+n+k+lsg *g ((_l)n—Z—k((*ga)(S) + (psp) 0 (*za)) Ads A dt)
_ (_1)nk+n+k+1sg ((_1)n—(n—2—k+1)—1(*gdfilYM *g @) /\ds)
F(=1)"* 5 e, (((*ga)<5> + (pa@) © (xz0)) Ads A dt)
= (=)™ s, ((xgdgly,, *z @) A ds)
H(=1)" s g (kga) @ + (=184, (p,0) o (k20)
_ (_1)nk+n+lsg ((_1)nk+n+1sg(6A’g|YX’ta) /\ds)

H(=1)"* s x5 (xg@) ) + (1) H s, (pugp) 0 (1)K g0

= (0z4lv,@) Ads+ (D)™ sy kg (rza)® + (=D (p.g) 0 @
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(preuve de la troisieme égalité) Calculons :
(5A’g|x(a’ A dt)
= (=1)rkEDamtlg s dalx *g (@ A dt)
= — S *o dalx | (— T (kza) Ads
(l)nk+1ggd| (l)nkl(g) d
= (=) s, dalx ((kz@) A ds)
= (=1)"™** s, e ((dgly,, %z @) A ds)
+(_1)nk+n+ksg *g ((_1)(n—2—k)+1 ((*ga)(l) + (puf) o (kza)) Ads A dt)
— (_1)nk+n+ksg ((—1)n_(n_2_k+l)(*gdA|YS,, *3 CY) A dt)
F(=1)"* 5 e, (((*ga)w + (puth) © (xza)) Ads A dt)
= (=1 Lsy ((*gd;ly,, xz @) A dr)
+(= )" s kg (rga) ! + (=1)" sy (o) © (%Fa)
— (_1)nk+n+1sg ((_1)nk+n+1sg(5&g|Ywa) A dt)
+(=1)"* s xg (kg)? + (<) s () o (=1 sga)

= (044lv, @) Adt+ (1) s %z Geg) D + (=1 (p.p) 0
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(preuve de la quatrieme égalité) Calculons :

Oaglx(a Ads Adr)
= (=)D e dalx *g (@ Ads Adr)
= (=1)"* gy %o dalx (kza)
— (_1)nk+n+lsg *g (dA|YS,, *g 0[)
+H(=1)" s s (1)K ((kga) ™) + (puip) 0 (%)) A ds)
+(= 1) s e (D)2 ((kga) D + (pu) © () A dr)
= (=1)"** s, (kgdgly, , *g @) Ads Adt
+H(= 1) g e (((g@) ™ + (pagp) © (kgar)) Ads)
+H(= 1) sy e ((x30) 7 + (pst) © (kzar)) A di)
= (5A’g~|ys,,a) Ads A dt
+(= 1) (1)) s ()@ + (pagp) © (%g)) A dr)
+(= 1) g (1) 20 e ((xg@) ) + (path) © () A ds)
= (5A,g|Ys,t“) Ads A dt
+((—1)"k+1sg *z (*ga’)(s) + (—1)nk+lsg(p*90) o (*éaf)) A dt
+((—1)”ksg *z (*ga’)(l) + (—1)”"sg(p*¢) o (*éa)) Ads
= (5A,g|Ys,t“) Ads A dt
+((=1)"*sg x5 (x50) Y + (=1)" sy (pugp) o (-1 s50)) A dt
+((=1)" s x5 (x50) ") + (1) 55 (puh) o ((=1)" " 550)) A ds
= (044ly,,@) Ads Adt
+((=1)" sy x5 (x50) Y + (=) (p.g) 0 @) A dt
+((=1)" s x5 (x30) " + (=1)} (o) 0 @) A ds
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23.8 (Anti-)auto-dualité :
Proposition : Soit n tel que (—1)"(”+1)/2sg = 1 (i.e. telle que *é% = 1 sur les
(k = n/2)-formes). Soit

a=B+yAds+uAndt+vAdsAdr e Q7*(X)

ot B € QY2(X), y,u € QV>71(X) et v € QY272(X) ne contiennent ni de ds ni
de dr. Alors a est (anti-)auto-duale, i.e. x& = + % « si et seulement si les deux
équations suivantes sont satisfaites :

_ _ k+1
kS =xv et xzgy=+x(-1)"pu
Preuve : Considérons la suite de « si et seulement si » suivantes :
*o = @

= x(B+yAds+pundt+vAdsAdt) =+(B+yAds+uAdt+v AdsAdr)

> *gftkg (YAAS)+kg (UAdE)+kg (VAdSAdE) = £y AdstundttvAdsAde

= (kB Ads Adr+ (=1)"F D (xgy) Ade+ (=1 D 1) Ads + xgy
=+f+tyAdszuAndt+v AdsAde

= (kgB) Ads Adt+ (=D (kgy) Adt+ (=1)  (gp) Ads +%gv
=+f+tyAdstpuAdttv AdsAds
Ce qui est équivalent aux quatre égalités suivantes :
*gﬁ = xv
(D" xgy = 2p
(=) % p =2y
*gV = iﬁ

Ce qui est équivalent aux quatre égalités suivantes :
*g,B =*xv
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gy = (=1
*gp = x(-1)"y
*sv = £f8

Ce qui est équivalent aux deux égalités suivantes :
*xgB=+v et *zy==(-1)""y

puisque *§ — (_1)kn+ksg’ *§ — (_1)k(n—2)+ksg — (_1)kn+ksg et (_1)n(n+l)/2sg —
L. |

Bref, les équations auto-duales et anti-auto-duales vérifient :
xa =k = xzgf=v et xzy=(-1)py

*@ = —*xa@ & *zf=-v et *gy:(—l)k,u
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Troisieme partie

Fonctionnelles et principe de
moindre action (ébauche)
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24 Théorie de Morse

24.1 Introduction :

Le but de cette section est de bien poser la théorie de Morse en dimension finie
puis de la généraliser a la dimension infinie sur un espace affine. Cette section est
une ébauche plus ou moins utile.

24.2 Hessien covariant :

Soit (M, g, f) une variété lisse riemannienne compacte de dimension n munie
d’une fonction f € C2(M;R). Par simplicité supposons f € C®(M;R). La
métrique g induit une connexion de Levi-Civita.

Remarque : Il faut distinguer la dérivée covariante d’une fonction :
Vi=df e Q' (M) ot Vif=(df)(£) pour £ €eTM
du champ vectoriel gradient (obtenu par g-musicalité diese) :
Vf:=(df)* € X(M)

Puisque le gradient Vf € X (M) est utilisé en théorie de Morse, je n’utiliserai que
V f pour dénoter le champ vectoriel gradient de f et que d f pour dénoter la dérivée
covariante (i.e. la différentielle) de f.

Remarque : On peut considérer la dérivée covariante V de df € Q!(M) et de
VfeX(M):
Hy :=V(df) € T®(*T*M)

Hp:=V(Vf) eT*(T*M @ TM)

Proposition : En coordonnées locales (x*); sur U ¢ M, les tenseurs H ret H f
s’écrivent : ‘ .
Hily = (80, = T};(0) de' @ dv!
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Aflu = (08" @ f) + g @) + (g a )T, ) d' @ 0
Preuve : Il se souvenir qu’en coordonnées locales, on a :
Vo0 =T};0c et Vg (dx/) =-T7 dx*
C’est-a-dire :
Vo, =T{,dx'® 6 et V(dx')=-T" dv/ ® dx*
On calcule alors la premiere égalité :

(Vdf)lu

V ((9:f)dx")

(0;0; f)dx! ® dx' + (9, f)V(dx')

(870 f)dx’ ® dx* =T (8, f)dx’ @ dx*

(87007 - T p(@1f)) e/ @ dxt

Hyly

(810, £ - TE (8 f)) d' @ de!
On calcule ensuite la seconde :

(V(ViNIlu

= (V)N

= V(((8:f)dx")?)

= V(g™ (8,/)9;)

= (8" (8:)dx* ® 9 + (878, 1)V ()

= ((0k&")(0:f) + 8" (00 f)) dx* ® 9 + (gi’jaif)rlk,jdxl ® Ok

= (08" (0f) + 8" (@0) dx' © 8; + (0T v’ ® 6,

((@g")) (@uf) + 8" @00 f) + (AT, ) dx' @ 9

Hyly

Proposition : Considérons § = g/ 0; ® 0 ;. Alors le laplacien de Hodge A f = 6d f
est égal a I’évaluation de —H sur g :

Af=-Hg(g)
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Preuve : J’ai montré plus haut que le laplacien de Hodge s’écrit localement
comme :

Aflu = =g (891 = Thus)

De méme, je viens de montrer que le hessien covariant Hy de f s’écrit localement
comme : '
Hily = (8,0, - TH,0cf ) d' @ do’

Remarque : On peut donc aussi dire que A f est une sorte de g-trace de —Hy.

Proposition : H(-,-) = g(Hs(-),-) = g(-,Hs(-)). En particulier, H est
symétrique bilinéaire et H ¢ est g-auto-adjoint.

Preuve : La décomposition de H; en coordonnées montre qu’il est symétrique.

Il suit que si I:If vérifie Hy(-, ) = g(I:If(-), -), alors I:If est g-auto-adjoint.
Montrons que Hy (-, -) = g(ﬁf( -), - ) sur U en coordonnées :

(). Mo = (@8 (@uf) + 8" (@0 f) + (80T, ) d' @ g8y, )

(885" (Bif) + 85" (D10 ) + (80T ) A’ @ g (D, )

8 (0" (Bhf) + 88" (OO S) + (87011 TV | ' © dx/

= (@
=
= (@™ @) + 85" (60 f) + (8" 0T} ) &' © g
-
=

00, + 8mj& T f) = 8" (Bigm.;) (01 ) v’ © !
= (01071 + (gms8"'T0) = 85" (Gigm.)) (04 1)) dx' ® v
Pour montrer que g(Hy(-), -) = Hg(-, -), il suffit alors de montrer que :

F =8m jgk lFm _gk’m(aigm,j)

i.e. que:
gm,jgk’lri’,y; + Fi]fj = gk’m(aigm,j)

On sait que

1
F; k= _g (a]gkm + akg] m amgj,k)
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’égalité a démontrer est démontrée dans mes feuilles du 2017-02-28. O
Remarque : Le tenseur H s est parfois dénoté Hess( f).

Remarque : Le tenseur H s est dit fenseur hessien et le tenseur H 1 estdit opérateur
hessien.

Remarque : Puisque H ¢ est g-auto-adjoint, ses valeurs propres sont réelles. Il est
donc légitime de parler du signe des valeurs propres de H s (ce qui ne serait pas le
cas si on avait des valeurs propres imaginaires).

24.3 Fonction de Morse :

Soit (M, g, f) une variété lisse riemannienne compacte de dimension » munie
d’une fonction f € C?(M;R). Par simplicité supposons f € C®(M;R).

Définition : Un point critique de f est un point x € M tel que (df)|, = 0. On
dénote I’ensemble des points critiques de f par

crit(f) :={x e M|(df), =0} c M

Remarque : crit(f) est un sous-ensemble de M qui n’est pas forcément discret.
Il pourrait étre composé de sous-variétés critiques, etc.

Proposition : Supposons que crit( f) est une sous-variété lisse de M. Alors pour
tout x € crit(f) on a
Tycrit(f) = ker(Hy|y)
Preuve : Soit x € crit( f). Considérons un chemin x; en crit(f) tel que xo = x
et 7 := %‘ o € Tycrit(f). Puisque x; € crit(f), alors (df)[y, = 0. Donc
1=l

% (@P)ly, = 0. Done (Ve(df))lx = 0. Done Hyli(r,-) = 0. Donc 7 ¢

t=

ker H ¢|,.. Puisque tout vecteur tangent 7 € Tycrit( f) était du type T = % e ou
=

xo = x, il suit que Tycrit( f) = ker(H |y). O
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Définition : Un point critique x € crit( f) est dit non dégénéré silaforme bilinéaire
symétrique H ¢|, est non dégénérée, i.e. si :

Hy(v, ) #0,Vv € (T.M)\{0}

Remarque : Cette derniére condition est équivalente i dire que H flx € End(T, M)
est non singuliere, i.e. :

ker(ﬁf|x) = {0} c TxM,Vx € crit(f)

Dans ce cas, H |, estinversible et les valeurs propres de H  sont toutes non nulles.
En particulier, par la derniere proposition, les points critiques non dégénérés sont
isolés.

Définition : La fonction f est dite fonction de Morse si ses points critiques sont
non dégénérés.

Remarque : Les points critiques d’une fonction de Morse sont isolés.

Remarque : (Lemme de Morse) Autour de tout point critique xq € crit( f) d’une
fonction de Morse f il existe des coordonnées locales (xk) k=1.....n,» SUT UN Voisinage
U > xp, centrées en x, i.e. x*(xp) = 0,Vk =1, ..., n, telles que

f(x) = f(xo) + Z ap(x*(x))%, Vx e U
k=1

ouay € {-1,1}, Vk =1, ...,n. Dans ces coordonnées, la forme quadratique
Q(v) :=Hylg(v,v), Vv € T(;M

vaut :
n

() = ) ar(v)?

k=1

pour v = vKgy. La relation entre Q et f est une simple série de Taylor. Le lemme
de Morse est donc une généralisation du théoréme de classification des formes
quadratiques (ici non dégénérées).
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24.4 Indices des points critiques :

Considérons une fonction de Morse f sur (M, g).

Définition : Soit x € crit(f) un point critique d’une fonction de Morse f €
C®(M;R). Lindice de Morse (absolu) v(x) de x peut tre défini de maniere
équivalente comme :

* Uindice d’inertie de la forme quadratique obtenue Q décrite plus haut, i.e.
est égal au nombres de a; négatifs.

* le nombre de valeurs propres négatives comptées avec multiplicité de 1’opé-
rateur hessien en ce x, i.e. de I:Iflx € End(T,M).

+ la dimension du sous-espace propre négatif de H £l

* la dimension du sous-espace vectoriel maximal sur lequel H|, est définie
négative (i.e. strictement négative car f est Morse).

Remarque : v(x) est parfois dénoté v~ (x) ou encore ind(x).

Remarque : On peut aussi considérer u(x) qui est le nombre de valeurs propres
positives (comptées avec multiplicité) de H¢|,. Puisque f est Morse,

n=pux)+vx)

car aucune valeur propre de A 7lx est nulle.

24.5 Champ vectoriel gradient, flot gradient et feuilletage :
Définition : Le champ vectoriel gradient de f relativement a la métrique g est par
définition la musicalité g-dicse de df, i.e. :

Vfi=(df)* € X(M)

Par hypotheése, M est compact. Donc Vf € X(M) est complet. Il admet donc un
flot gradient ascendant ¢, i.e. un groupe de difféomorphismes a 1-paramétres de
M. De la méme maniére, —V f admet un flor gradient descendant ¢' qui vérifie

t _ -t
¢-=¢y.
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En voyant f comme fonction hauteur sur M, pour ¢ > 0, le flot de ¢, fait « monter
» les points non critiques de M alors que ¢ les fait « descendre ».

Les points fixes de ¢, (pour ¢ # 0) sont les points critiques de f. Les orbites de
@', définissent donc un feuilletage de M \crit(f) dont les feuilles (i.e. les orbites
de ¢'.) sont des courbes gradient non paramétrées.

24.6 Courbes gradient ascendantes et descendantes :

Définition : Une courbe gradient (paramétrée) ascendante de f est une application
différentiable y : R — M telle que

y() = (VH(y(), ¥t e R

De méme, une courbe gradient (paramétrée) descendante de f est une application
différentiable y : R — M telle que

y(@) ==(Vf)(y()),Vt eR

Remarque : L'image im(y) = y(R) ¢ M d’une courbe gradient (ascendante ou
descendante) paramétrée y est une courbe gradient non paramétrée (i.e. une feuille
du feuilletage induit par les flots gradients ¢7,).

Remarque : Puisque M est compacte, V f est complet. Ainsi, les limites
llim v(t)

des courbes gradients paramétrées y existent. Ces limites sont des points critiques
de f. Ainsi, les courbes gradient relient asymptotiquement des points critiques de

f-

24.7 Sous-variétés ascendantes et descendantes :

Définition : Soit x € crit(f) d’une fonction de Morse f sur (M, g) compacte. Sa
sous-variété stable est par définition

W' (x, £V f) == {y € M| lim ¢.(y) =x}
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Sa sous-variété instable est par définition
WiCx, £V f) = {y € M| lim ¢L(y) =x}
Remarque : Puisque ¢, = ¢/, on remarque que

W3 (x, £V f) = W*(x,FVf)

Théoréme : Soit x € crit(f). Alors W¥(x, £V f) et W*(x, £V f) sont des sous-
variété plongée (probablement a bord) de M. De plus :

1. W¥(x,-Vf)=W"(x,Vf) est de dimension u(x) =n — v(x),

2. W¥(x,Vf) =W*(x,-Vf) est de dimension v(x) = n — u(x),

3. TW(x,-Vf) =T, W"(x,Vf) C T, M est le sous-espace vectoriel maximal
de T, M tel que Hy|, y est définie positive,

4. TWS(x,Vf) =T, W*(x, -V f) C T, M est le sous-espace vectoriel maximal
de T, M tel que Hy|, y est définie négative.

Preuve : TO DO!!! (voir Audin et Damian, ou Palais, ou Smale, etc.) m]

Proposition : W*(x, -V f) = W“(x, Vf) une boule ouverte de dimension u(x) =
n—v(x)et W¢(x,-Vf) = W*(x, Vf) est une boule ouverte de dimension v(x) =
n— u(x).

Preuve : TODO!!! O

Définition : La paire (f, g) est dite Morse-Smale si f est Morse et si de plus les
sous-variétés instables et stables de toute paire de point critiques de f s’intersectent
transversalement, i.e. si :

W (x1, £V f) A\ W (xa, £V f), Vx1, x2 € crit(f)

Remarque : La condition Morse-Smale est aussi dite Morse-Palais, Palais-Smale
et Morse-Palais-Smale.

Remarque : Il existe un théoreme qui dit qu’il existe des métriques g telles que

(f,g) est Morse-Smale. En fait méme qu’il existe beaucoup de telles métriques,
c’est méme dense dans I’espace des métriques.
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Remarque : Si on prend un tore vertical avec fonction hauteur en R? c’est pas
Morse-Smale. En effet, la sous-variété instable du point de selle haut n’intersecte
pas transversalement la sous-variété stable du point de selle du bas car I’intersection
est un cercle, ce qui est de dimension 1 et non 2.

Notation : Soient xy, x; € crit(f). Posons :
W(x1,x2,2Vf) = W'(x1,2Vf) N W (xp, £V )
= {y € M(tlim ¢L(y) =x1, lim ¢.(y) :xz}
——00 = —+4o00 | T

Proposition : W (x|, x3, £V f) = W(x2,x1, FVf).

Preuve : On calcule directement :

W(x1, 2V f) 0 W’ (xa, £V f)
= W'(x1,¥FVf) N W' (x2, FVY)
= W'(x2, FV ) N W (x1,FVS)
= W(x2,x1,¥Vf)

W(x1,x2, £V f)

O

Remarque : Par définition, W(xy, xp, £V f) peut étre vu comme 1’ensemble des
points y € M dont 'orbite par ¢’. va asymptotiquement de x; a x;. La derniére
proposition est donc évidente.

Proposition : Soient x;,x, € crit(f). Alors
p(xr) = p(x2) = v(xz) — v(xy)

Preuve : 1(x1) — p(x2) = (n = v(x1)) = (n = v(x2)) = v(x2) - v(x1). O

Proposition : Soit f Morse-Smale sur (M, g) et xi,xp, € crit(f) tels que
W(x1,x2,Vf) # 0. Alors :

0 < dim (W(x1,x2,Vf)) = p(x1) — p(x2) = v(x2) — v(x1)

Preuve : (prélude) Soient V|, V, C V deux sous-espaces vectoriels réels trans-
verses d’un espace vectoriel réel V,i.e. V; & Vo, = V. Alors :

dimV; +dimV, = dim(V; NV;) + dim(V; & V,) = dim(V; NV,) + dimV
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Ce qui implique dim(V} N V,) = dimV| + dimV, — dim V. (retournons a nos
moutons) Soient x,x; € crit( f) pour f Morse-Smale sur (M, g). Pour tout y €
W(x1,x3,Vf),ona:

0 < dimW(xy,x3,Vf)
= dim(W*(x1, Vf) N W(x2, Vf))
= dimT, (W"(x1, Vf) N W (x2,Vf))
= dim (Ty3W*(x1, V) N T, W (x2, V f))
= dim(T,W"(x1, V1)) + dim(T,W* (x2, V) — n
= p(x1) +v(x2) —n
= pu(x1)+(n—pulx2)) —n
= p(x1) = p(x2)
= v(x2) —v(x1)

O

Proposition : Soit f Morse-Smale sur (M, g) et x;,x; € crit(f) tels que
W(x1,x2,-Vf) # 0. Alors :

0 < dim (W(x1,x2, =V f)) = p(x2) — p(x1) = v(x1) — v(x2)

Preuve : En utilisant la derniere proposition, on trouve directement :

dim (W (x1,x2, -V f)) dim (W (x2,x1, Vf))
p(x2) — p(xr)

v(x1) = v(x2)

Proposition : Soit f Morse-Smale sur (M, g) et x;, x, € crit(f). Alors :

1. Sip(xy) — u(x2) =v(xz) — v(xy) <0, alors forcément W(xy,x, Vf) = 0.
2. Sip(xy) —u(xy) =v(xy) —v(xz) <0, alors forcément W (xy, xp, =V f) = 0.

Preuve : C’est la contraposée des deux dernieres propositions. O
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24.8 Espace de module de courbes gradient :

Définition : L'espace de module de courbes gradient paramétrées (ascendantes
puis descendantes) reliant asymptotiquement x~ a x™ en crit( f) est par définition :

MG, 2%Vf) =y R > M| Tim (1) =%, 3() = (V) ()}

MG, =9 1) = {y s R = M| Tim (1) =x*, 7(0) = (V) (r(1)]

De méme, I’espace de module de courbes gradient (ascendantes puis descendantes)
non paramétrées reliant asymptotiquement xp, x, € crit( f) est par définition :

M(x‘,xﬂ Vf) = Mx",x", V)R
M(x",xt, =V f) = M(x™,x*, -V f)/R

Rappel : Une courbe gradient de £V f vérifie y(t) = ¢'.(y(0)). Ainsi,

Proposition : On a deux bijections
M, x", V) & W, xt, V)
MG, x", =Vf) & Wi, xt, -Vf)
Données par dans un sens par :
y =y :=7v(0)
et dans I’autre par :
y(1) :=¢L(y) a1y ou y(1) =9 (y) <y

Preuve : Par symétrie, il suffit de démontrer la premiere bijection. Par définition,
les courbes gradient de V f vérifient y(z) = ¢ (y(0)).

M™%V = fy R M| lim () =x%, 7() = (V) ()}

fy :R— M| lim ¢, (r(0) = x*, y(1) = 9. (v(O))}
magie )

{r(0) € M| tim_¢'(y(0)) = x*}

{y € M| lim ¢’ (y) = xi}

W, x", Vf)
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ou la magie découle du fait que ’équation de courbe gradient est une équation
différentielle de degré 1, et donc que par un point xo ne passe qu’une seule courbe
gradient y(t) telle que y(0) = xp. O

Remarque : La derniére phrase est un peu bof... énoncer un théoréme d’EDO qui
a de I’allure. TO DO!!!

Remarque : Puisque W(x~,x*, £V f) est une sous-variété de M (et donc une
variété), on peut voir M(x~,x*, £V f) comme variété.

Proposition : Pourvu que M(x~,x*,Vf) # 0,on a:
dim M(x7,x", V) = p(x7) = p(x™) = v(x") = v(x7)
Preuve : La bijection
MG, xT, V) o Wk, x5, Vf)

de la derniere proposition « induit une topologie » sur M(x~,x*, Vf) qui peut
alors étre vue comme variété « difféomorphe » a W(x~, x*, Vf). Mais on a vu que

dmW (™, x", V) = p(x7) — p(x™) = v(x™) = v(x7)
pourvu qu’il soit non vide. O
Proposition : Pourvu que M(x~,x*,-Vf) # 0,on a:
dim M(x7,x7, =V f) = u(x™) = u(x7) = v(x7) = v(x")
Preuve : Méme preuve que celle de la derniére proposition. |

Remarque : Il faut voir M comme espaces d’applications y : R — M et M
comme espace des feuilles du feuilletage gradient. Le modulo R de M=M /R
découle du fait que les courbes gradients paramétrées vérifient y(¢) = ¢'.(y(0)) et
donc les feuilles (i.e. les orbites) sont des « y modulo translation temporelle », i.e.
on a un R-fibré principal

R s M- M=M/R
y = im(y) = y(R)

436



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

ot y¥(R) est une feuille du feuilletage gradient.

Proposition : Pourvu que M (x7,x",Vf)#0,ona:
dim M(x~,x", VF) = u(x7) — u(xh) = 1 =v(xH) —v(x") - 1
De méme, pouvu que M\(x_, x*,-Vf)+0,ona:
dim M(x™,x", =V f) = u(x*) = u(x7) = 1= v(x") —v(x") - 1
Preuve : Découle du fait que M=M /R. O

Remarque : M et M sont généralement non compactes. En les compactifiant
elles deviennent généralement a bord. La magie veut que le bord de M pour
deux points critiques soit le M d’une autre paire de points critiques. (REVENIR
LA-DESSUS!).

Définition : L’indice de Morse relatif entre x~ et x* est par définition
ind(x7,x", Vf) = p(x7) — p(x") = v(x") —v(x7)

ind(x”,x", =V f) := p(x*) — p(x7) =v(x7) —v(x")
Remarque : Sous cette notation, pourvu que les ensembles considérés suivants
soient non vides, on a alors pour le gradient asendant V f :

dim(W(x~,x*,Vf)) =ind(x,x*, Vf)
dim(M(x~,x",Vf)) = ind(x~,x*, V)
dim(M(x~,x", V) = ind(x~,x",Vf) - 1

et pour le gradient descendant —V f :

dim(W(x,x",-Vf)) =ind(x~,x*, -V)
dim(M(x~,x*,-Vf)) =ind(x,x*,-Vf)
dim(M(x~, x*, -V f)) = ind(x",x*, -V f) - 1

Remarque : L'intérét de I'indice de Morse relatif se retrouve en théorie de Floer

(en dimension infinie I'indice de Morse absolu peut €tre infini alors que 1’indice
relatif est fini).
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24.9 Linéarisation de I’équation de courbes gradient :

Voici une maniére pour étudier la dimension de M(x~,x*, £V f).
Définition : A, := Flfly(,)

Définition : D7 := % F A

Proposition : dim M(x™,x*, £V f) = dim (ker D3 N W) ot W est I’espace des
T € I'™(y*TM) tels que lim;—,_o, 7(¢) = limy— 00 7(¢) = 0.

Preuve : Considérons deux points critiques x~, x* € crit(f) tels que M(x~,x*, £V f)
soit non vide (soit pour +V f soit pour —V f). Soit y € M(x~,x", £V f). Pour cal-
culer la dimension de M(x~,x*, £V f) il suffit de calculer T, M(x~,x*, £V f).
Considérons une courbe y; en M(x~,x*, £V f) telle que

Yo=7y € M(x",x",£Vf) et 7:= di ys € GM(x7,x%, £V f)
$ls=0

N
Puisque y € M(x~,x*, £V f), alors :
Jim y(r) =x7, lim y(5) =x" et y(1) = (V) (y(1))
——00 —+00
Les deux premieres conditions se traduisent par

lim 7(¢t) =0

t—+o00

La derniere condition se traduit par :

(1) = % (VA (rs(0)) = £(Vey (VO yy = H Ly (7(2))
s=0

i.e. par 7(t) = iI:If|y(,)(T(t)), i.e. par:
T(t) = £A7(1)
1.e. par:

(1) F At(t) =0
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i.e. par
7 € ker(DY)
D’ou :
dim M(x~,x*, £V f)
= dimT,M(x",x", £Vf)
= dim{r e ' (y'TM)| llim (1) = llim 7(1) = 0,7 € ker(D})}
——00 —+00
= dim (ker(D4) N W)
ou W est le sous-ensemble des 7 tels que lim,—,_, 7(2) = lim;—40 7(7) = 0. O

Remarque : 1l y a moyen de faire ca plus propre.

Remarque : Le procédé de passer au tangent de M(x~,x*, £V f) est nommé
linéarisation.

Définition : Un opérateur linéaire D est dit Fredholm si son noyau et son conoyau
sont de dimension finie, i.e. si

dim(ker(D)) < oo et dim(coker(D)) = codim(im(D)) < oo
Si D est Fredholm, son indice Fredholm est par définition

ind(D) := dim(ker(D)) — dim(coker(D)) = dim(ker(D)) — codim(im(D))

Question : D est-il Fredholm ? Est-il surjectif ? (si surjectif alors dim(coker(D4)) =
0). A partir de 13, I’indice de Morse relatif s’interpréte comme 1’indice Fredholm
de D7

A

Proposition : En dimension finie, D 4 est surjectif si et seulement si f est Morse-
Bott.

Preuve : Salamon et Robbin (1992) (p. 3). O

Proposition : En dimension infinie, D4 est surjectif si et seulement si f est
Morse-Bott.

Preuve : Salamon et Robbin (1992) (p. 3). O
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24.10 Flot spectral :

Remarque : H flxx = lim; 100 A;. Lindice de Morse relatif entre x~ et x* peut
alors étre vu comme étant le nombre de valeurs propres strictement négatives de A,
qui deviennent strictement positives moins le nombre de valeurs propres positives
qui deviennent strictement négatives, comptées avec multiplicité.

Atiyah-Patodi-Singer : flot spectral de A; = indice Fredholm de D 4.

24.11 Indice de Maslov :

Considérons le chemin de graphes
AT =Ty, ={(v,Av) eVXVy eV} <V XV

Puisque A ¢ est g-auto-adjoint, I'; est lagrangien en V X V. On a alors un chemin
de lagrangiennes en V x V. Une valeur propre de A, = H 7ly(r) change de signe
lorsque A; devient singuliere, i.e. lorsqu’elle intersecte le cycle de Maslov

E(Anor) :={A € LIVXV)ANApor # {0}} € L(V XV)
de la lagrangienne horizontale
Apor :={(v,0)|[v e V} <V XV

ou L(V x V) dénote I’ensemble des sous-espaces vectoriels lagrangiens de V X
V. Cest-a-dire, Z(Apor) est 'ensemble des lagrangiennes non transverses a la
lagrangienne horizontale.

L’indice de Maslov de A; peut étre interprété comme le nombre de fois qu’il
intersecte le cycle de Maslov X(Ap). D’ou :

Indice de Maslov de A; = nombre de fois qu’il intercte X(Apor) = le nombre de fois
que A, devient singuliere = le nombre de fois qu’ une valeur propre de A; change
de signe = le flot spectral de A; = I’indice de Morse relatif entre x~ et x™ = ’indice
Fredholm de Dy4.
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A FAIRE : les deux versions (v, Hy(v)) < V X V et la version (v, Hs(v, -)) <
V x V*. Parler des structures symplectiques sur V X V (induite par g) et sur V X V*
(canonique). Montrer que les graphes sont lagrangiens.

A FAIRE : les détails de la théorie de Morse, de la théorie Fredholm, du flot
spectral, de I’'indice de Maslov etc. Ca pourrait étre mieux écrit.

24.12 Homologie de Morse :

Le complexe de Morse est généré par les points critiques de f.

La différentielle d dénombre le nombre de composantes connexes de M (x7,x*,=Vf)
(on peut aussi faire avec +V f).

La différentielle 8 vérifie 3> = 0 (preuve TO DO). Passer par la compactification de

M. Lapreuve passe par le bord de la compactification de M. Les coins représentent
du bubbling.

Si on utilise —V £, la différentielle 0 fait augmenter I’indice u et diminuer 1’indice
v.Sionutilise +V f, la différentielle 0 fait diminuer I’indice u et augmenter I’indice
V.

L’homologie de Morse est I’homologie du complexe de Morse.

L’homologie de Morse est isomorphe a I’homologie usuelle de M (i.e. ’homologie
singuliere). (preuve TO DO)
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25 Théorie de Morse-Bott

25.1 Introduction :

La théorie de Morse-Bott est une sorte de théorie de Morse lorsqu’il y a une action
de groupe. Ici on considere des sous-variétés critiques.

Bref, une fonction Morse-Bott f : M — R est telle que crit(f) C M est une
sous-variété de M.

Ici Tycrit(f) = ker(I:Iflx) c T, M.

Laonaplus u(x)+v(x) = n, mais plutdt u(x)+v(x)+m = n ot m est la dimension
de la sous-variété critique. Aussi, u(x) et v(x) sont le nombre de valeurs propres
positives et négatives du hessien restreint au fibré tangent normal a la sous-variété
critique.

L utilité des fonctions de Morse-Bott est qu’on peut prendre des fonctions qui ont
des symétries (e.g. invariantes sous une action de groupe).

Etc.
Aussi : les fonctions de Morse minimalement dégénérées (e.g. celles qui sont la
norme carrée d’une application moment) sont des fonctions de Morse-Kirwan.

Ecrire une section la-dessus car c’est plus pres des fonctionnelles utilisées sur les
espaces de connexions.
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26 Homologie de Morse et homologie de Floer la-
grangienne

26.1 Introduction :

Le but de cette section est de relier I’homologie de Morse a I’homologie de Floer
d’intersections lagrangiennes. En considérant un triple Morse-Smale (Q, f, g) ou
f est Morse-Smale et g est une métrique riemannienne sur Q, 1’idée est d’étudier
les graphes lagrangiens I'q ¢ et I'g en la variété symplectique (M, w) ou M :=T*Q
et W = Wean = dOcan OU Ocanle ;= @ omm pourtout @ € T*Q et : T°Q — Q la
projection canonique du fibré cotangent. Ce faisant, les points critiques de f, i.e.
la ou df est nulle sont les points d’intersections lagrangiens du graphe lagrangien
I'4r et du graphe lagrangien I'y de la section nulle. L’'idée est alors de considérer
des bandes J-holomorphes u : [0,1] xR — M (pour J = Jc,,) bordées par I'ys
et ['p qui sont verticales. Il faut alors montrer une correspondance entre I’éq. de
CR (Cauchy-Riemann) et I’équation de courbes gradients. Ainsi, dénombrer des
courbes gradient reliant asymptotiquement des points critiques revient a dénombrer
des bandes J-holomorphes reliant asymptotiquement les points d’intersections
lagrangiens.

En particulier, pour un triple Morse-Smale (A, g, f) ou A est affine modélisé sur
V, on considérons les graphes lagrangiens

[h={(A,00: A€ A} CcT'A

Fdf = {(A,df|A) A€ ﬂ} cT*A

Le premier graphe est visiblement lagrangien. Le second ’est car la 1-forme d f
est fermée. Les points critiques crit(f) c A de f, i.e. les points ou df = 0, sont
précisément les points ol I'yy intersecte I'y. C’est-a-dire, les points critiques de
f sont en correspondance biunivoque avec les points d’intersections lagrangiens
I'oNI'4r. Remarquons que les courbes A; en A sont en correspondance biunivoque
avec les surfaces verticales u : [0,1] Xx R en T"A = A x V* bordées par les
lagrangiennes I'y et I'q s du type

u(s,t) = (As, sdf|a,)
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La correspondance est donnée par :
A =mou(s,t)
pour 7 : T*A — A la projection du fibré cotangent.

Remarque : Cette idée de relier ’homologie de Morse et I’homologie de Floer
d’intersections lagrangiennes entre Iy et Iy est précis€ment ce que fait Andreas
Floer en 1989 dans son article « Witten’s complex and infinite dimensional Morse
theory ». Je m’en inspirerai donc librement. Le but est ici de généraliser ¢a a la
dimension infinie sur un espace de connexions.

26.2 Rappels de symplectique :

Soit (Q, f,g) un triple Morse-Smale. Posons n := dim Q. Soit M := T*Q son
fibré cotangent et 7 : T*Q — Q la projection de fibré. Sur M repose une 1-
forme canonique 6 := 0. € QI(M) définie en chaque « € M = T*Q par
0|y := a o m,. Cette derniere 1-forme (dite canonique ou encore de Liouville
ou encore tautologique) induit une 2-forme symplectique (dite canonique) w =
Wean € Q% (M) définie par w := d.

Proposition : La 1-forme canonique est tautologique au sens ol @*6c,y, = @ pour
tout @ € Q'(Q) ol & est vue comme application @ : Q — T*Q.

Preuve : @"0can = Ocanlo 0@ =@om,oa. =ao(moa), =aoidg = a. O
Considérons un systeéme de coordonnées locales (x*); sur U ¢ Q. 1l induit une

base {dx*}; de T*U dont la base duale est {; }x de TU. Ceci induit & son tour un
systéeme de coordonnées locales (pq, ¢%) sur 7~ (U) ¢ M donné par :

¢“ (@) = x* =xFor(a) et pr(a):=a(@)Va e n7'(U), Vk=1,...,n

En ces coordonnées, 0 et w s écrivent :

n n
Ole-1(v) = Zpkqu et wlp-1y) = Z dpi A dg*
k=1 k=1
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A partir d’ici je voudrait que les musicalités bémol et diése riemanniennes (entre
TQ et T*Q) induites par la métrique g sur Q induise une structure J sur M. En
jouant un peu je veux que la métrique induite

g )=, J)
sur M vérifie quelque chose comme
gi(, ) =), )+ (g, J)
Ceci donnerait aussi
w(-, ) =@, ) - (7). J)

J’ai essayé en coordonnées Darboux canoniques py, g% sur U ¢ M et j’arrive a
quelque chose d’assez générique pour J, mais un cas qui semble marcher est

. 0 - 0
J=(g" om)dp; ® a7 (gijomdq' ® ap;

La musicalité bémol et diese semble cachée a travers les coefficients g; ; et g
car (dx))8 = g™/ d; et () = g; ;dx/. Bref, faire tout ¢ca de maniére géométrique
sans coordonnées. Il y a des idées dans mes feuilles du 2017-03-13. Passons au
cas particulier d’un espace affine.

26.3 Préliminaires sur un espace affine :

Soit A un espace affine modélisé sur 1’espace vectoriel V. Donnons a A une
métrique riemannienne affine constante (plate) g. L'espace A étant affine, ses
fibrés tangents et cotangents s’écrivent respectivement globalement

TA=AXV et TTA=AxXV"

Dénotons les points de V par v et ceux de V* par a. Les points de T A sont alors
des paires (A,v) € A XV et ceux de T*A sont des paires (A, ) € A x V*.
Remarquons que

Tiaa)(T*A) =Taa) (AXV) =V XV*
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Ainsi, tout vecteur tangent reposant en 74 o) (7" A) est une paire (v, a). Considé-
rons 7 : T*A — A la projection de fibré.

Proposition : 7(A, @) = A pourtout (A,a) €e T*"A =AXV*.

Preuve : Evident. O
Proposition : 7.[4.H(v,a) =v.

Preuve : Evident. O
Proposition : Oca|(a,0) (v, @) = a’(v) pour tout (v, @) € T(a,0)(T*A).

Preuve : La 1-forme canonique 6cn, € Q! (T*A) est donnée par Ocanl(A,0) = @OT..
En utilisant la formule explicite pour . on trouve ce qu’on cherche. O

Proposition : wcan|(a.0)((Vi,@1), (v2, @2)) = a1(v2) — az2(v1).

Preuve : Soient (A,a’) € T*"A et (vi,a1), (v2,a2) € T4, (T*A). Ces deux
derniers vecteurs tangents induisent des champs vectoriels constants (aussi dénotés
(vi,aq) et (va,ap)) sur T*A qui commutent donc sous le crochet de Lie [ -, -]
(car constants). On calcule alors directement wcay :

Weanl (4,0 ((V1, 1), (v2, @2))

= (vi,a1)(Bcanl(a,0) ((v2, @2))) = (v2, @2) (Bcanl(a,0) ((V1, @1)))
—Ocanl (a0 ([(V1, 1), (v2, @2)])

= (vi,a(a’(v2)) = (v2, @) (@’ (v1))

d , d ,
= 1 (@’ +say)(v2) = —| (&’ +sa2)(vy)
S s=0 ds s=0

= a1(v2) —a2(vy)

i.e.:
wean((Vi, @1), (v2, @2)) = @1 (v2) — a2(v1)

O

Remarque : wc,, est donc constante sur 7 A. Elle est donc bien fermée. Mais la
fermeture découle aussi de dweay = d*0can = 0).
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Définition : En utilisant la correspondance T4 ) (T*A) = VX V* les g-musicalités
bémol et diese induisent une structure presque-complexe J, constante sur 7 A :

Jo(v, @) = (a?, _—)

Remarque : Cette dernicre structure J, (que j’écrirai plus simplement J) induit
une métrique constante gy sur 7°A :

g](" ) :C()(,J)
Proposition : g;((vi,a1), (v2, @) = g(vi,v2) + g(af, a3).
Preuve : On calcule directement :

g1((vi, 1), (va,@2)) = w((vi,a1),J (v, @2))
= w((vi.a1), (. %))
= ai(al) - (-3 ()
= ai(af) + () ()
= g(af,ad) +g(vi,v2)
= g(vi,v2) +g(af,a5)

ie.:
gr((vi, @), (v2,@2)) = g(vi,v2) + g(af, af)

O
Proposition : On abien g; = (77g)(-, -) + (7*g)(J-,J ).
Preuve : Calcul direct :
(7*g)((vi, a1), (v2,@2)) + (n°g) (J(vi, 1), J (v2, @2))
= (7°2)((v1,@1), (v2,@2)) + (°g) (@}, V), (a5,13))
= g(m(vi, @), m(v2, @) + g (m(ef V), a5, V3))
= g(vi,v2) +g(af,a3)
= gi((vi, 1), (v2,a2))
O
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Définition : J est dite w-dominée sigy := w( -, J - ) est une métrique riemannienne
définie positive. J est dite w-compatible si elle est w-dominéeetsiw(J -,J ) = w.

Proposition : J est w-compatible.

Preuve : La dominance découle du fait que g;((vi, 1), (v2,@2)) = g(vy,v2) +
g(af‘;" , ozg) et du fait que g est une métrique riemannienne. La compatibilité découle
du fait que

a)((af, —vt{), (ag, —v%))
= (=))(@) - (=) ()
= () (@) - () ()

= ai(vy) —az(vy)

= w((ay,vy), (a2,v2))

w(J(vi,a1),J(v2, @2))

O

Définition : La distribution horizontale sur 7*A est les vecteurs tangents de type
(v,0) € V x V* et la distribution verticale sur 7*A est les vecteurs tangents de
type (0,@) € V x V*.

Proposition : Les distribution horizontales et verticales sont g;-orthogonales.
Preuve : g;((v1,0),(0,a2)) = g(v1,0) + g(0, aig) =0+0=0. O

Proposition : J envoie les vecteurs horizontaux a des vecteurs verticaux et vice-
versa.

Preuve : J(v,0) = (0, —v") et J(0, @) = (a8, 0). O
Définition : Le champ vectoriel hamiltonien Xy € X(T*A) relativement a w de
I’hamiltonien H € C*(T*A;R) est défini implicitement par —dH = w(Xy, -),
i.e. par dH = w( -, Xg). Le champ vectoriel gradient V8/ relativement a g; de H
est défini par implicitement dH = g;(V&/H, -) = (V8 H)", i.e. explicitement par
V8 H = (dH)8%”.

Proposition : Xy =JV8'H
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Preuve : Cette égalité découle de la non dégénérescence de w et de :
(U(',XH) =dH = g]( -,VgJH) = a)( -,JVgJH)

O

Remarque : A partir de maintenant considérons 1’hamiltonien H := n*f = forn
pour f € C*(A;R).

Proposition : La fonction H est verticalement constante car H = n* f.

Preuve : Evident. O
Proposition : dH = (df), o «..

Preuve : dH =d(n*f) = n*(df) = (df), o 7. O
Proposition : dH (0, a) = 0 pour tout (0, @) € V x V*.

Preuve : dH(0,@) = (df); o 1.(0, @) = (df)(0) = 0. O
Proposition : V8/H est horizontal.

Preuve : On sait que les distributions horizontales et verticales sont g ;-orthogonales.

Pour montrer que V8/H est horizontal il suffit de montrer qu’il est orthogonal a
tout vecteur vertical. Ce qu’on vérifie directement :

gs(V&H, (0,@)) = dH(0, @) = (df)r o m.(0, @) = (df)x(0) = 0

Proposition : Xy = JV8/H est vertical.

Preuve : Découle du fait que J envoie I’horizontal au vertical et vice-versa (et du
fait que V87 H est horizontal). O

Corollaire : 7.Xy =0.
Preuve : r, tue les vecteurs verticaux (et Xy est vertical). |
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Proposition : 7,.V8/H = (V8f),.
Preuve : Calculons d’abord ceci :

§((VEf)xsmiv) = (df)rom.
= n°(df)
= d(7"f)
= dH
= g/(V¥H, -)
= gn.V¥H, .- )+ g(n.JV¥ H, . J-)
= ¢g(m.V¥H,m,-)+g(m. Xy, mJ )
= g(n.V¥H,7,-)+g(0,m.J-)
= g(n.V¥H,m,-)

D’ou g((V8f)r,ms-) = g(n.V8/H, &, -). Puisque 7, est surjective et puisque g
est non dégénérée, on conclut que

7.V8 H = (V8 ),

C’est-a-dire, le champ vectoriel horizontal V&’ H se projete au champ vectoriel
V& f. O

Proposition : X et V87 H sont verticalement constants.

Preuve : Découle du fait que H = 7" f est verticalement constant et que J et g;
sont aussi verticalement constants (car constants car g est constante sur (A). O

Proposition : V&/H et Xy sont explicitement donnés par :
V& H = ((V¥f)x,0) et Xy =(0,-(df)lx)

Preuve : En utilisant le fait que 7, V8/H = (V& f), ainsi que la décomposition
T,(T*A) =V x V*, les champs vectoriels horizontaux V8/H et verticaux Xy =
JV&7 H verticalement constants s’écrivent explicitement comme :

V& H = ((VEf)r,0)
X = JVEH = J((VEf)r, 0) = (0,—(VEf)2) = (0,~(df)]x)
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Proposition : Le flot hamiltonien ¢;, de H := 7* f est explicitement donné par
¢y (A, @) = (A, a —s(df)]a),YV(A,@) e T"A=AXV"

Preuve : Découle du fait que Xg|(4,4) = (0, —(df)[4) et du fait que Xp est vertical
et est verticalement constant. O

Proposition : Le push-forward (¢3,). de (v,a) € T(g o) (T*A) =V X V* est
donné par :

()<l (aan(v,@) = (v, = sHyla(v, -)) € Tys (a0 (T7A)

Preuve : On calcule directement :

N d S ’
(Bi)slaen(via) = —|  ou(A+Av,a +Aa)
d ’
= — (A+ v, +Aa — s(df) | a+av)

= (via—sHyla(v, ) € Tys (a0 (T A)

Corollaire : (¢3,)./(4,0(0,@) = (0, @) € Tys (4,01 (T*A)
Preuve : Découle de la derniere proposition pour v = 0. O

Remarque : Les deux égalités V8/H = ((V8f),,0) et Xy = (0,—(df)|) ex-
priment clairement I’'idée que Xy et V87 H sont verticalement constants.

Proposition : Le crochet de Lie [V8/ H, Xy est explicitement donné par :

[V’ H, Xg] = —(0, Hflx(a)((VE fr(a)s )
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Preuve : On calcule directement :

[V¥H, Xulle = (V¥H)Xy - Xu (V¥ H)) |
= ((V¥H)Xp)loa -0
= (V¥ H)Xp)la
= (((VE)x, 0)(0, =(df)x))la
= O g @)
= —(0, Hfln(a) ((VE fr(a)> )
ou Hy est le tenseur hessien de f etn’est pas H := 7" f. |

Remarque : C’est normal que [V8'H, Xg] = —(0, Hylz(a)((VE f)r(a), -))- En
effet, en coordonnées affines euclidiennes (i.e. t.q. g;; = 6, ;), la correspondance
T,(T*A) =V xV*est 667 — 32—,( et 6% — dxk. Ainsi pour 8i,j =0ij

H H
VgJH:a_i et XH:_a_i
dqk dq* dq* dpy
Donc :

OH 0 OH 0§ OH 60 O0H 0
VgJH,X = - . - .\ - - .-  \
[ ] dq' 04’ (ﬁqf 019,-) dq' 6pi(0qf dq’

OH 0*H 0§

0qi 0qidq] dp;

ce qui correspond exactementa —H¢(Vf, -).

Remarque : Souvenons-nous que la distribution générée par Xy et V8/H est
intégrable sur u si et seulement si il existe deux constantes a, b € R telles que :

[VgJH’ XH]u(s,t) = aXHlu(s,t) + ngJHlu(s,t)

Par la derniere proposition, ce sera le cas si et seulement s’il existe a, b € R telles
que :

-(0, Hfl;r(u(s,z))((ng)n(u(s,t))’ ) ==a(0, (df) |« (u(s,1))) + b((vgf)ﬂ(u(s,t)), 0)

En prenant b = 0, il faut des lors qu’il existe une constante réelle a € R telle que :
Hflﬂ(u(s,t))((ng)n(u(s,t))’ : ) = a(df) |7r(u(s,t))
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i.e. telle que :

Helauis.) (V8 Patuisn) = a(VEF) quisay)

Puisque V& f n’est génériquement pas un vecteur propre de ’opérateur hessien
H £, 1l suit que la distribution générée par Xy et V&' H n’est génériquement pas
intégrable. L'idée de départ aurait été de considérer une surface u : [0,1] xR —
T*A telle que u® + Ju'® = 0 pour u®® = —Xy et u) = V& H. Mais une telle
surface n’existe pas puisque la distribution générée par Xy et V8/H n’est pas
intégrable. La solution a ce probleme réside en I’idée de Floer dans son article
(1989, Witten’s complex...) appliqué au cas affine. Au lieu d’utiliser J dans 9 il
utilise une famille de structures presque-complexes J;.

Définition : La structure presque-complexe J donnée plus haut sur 7" A, qui
vérifie J (v, @) := (a8, —v"), induit une famille de structure presque-complexes sur
T* A donnée par

Js = (dg)x 0 J o (dp)-

ou ¢y, est le flot hamiltonien de H := n* f € C*(T*A; R).
Remarque : Floer pose plutdt J; := (¢,). o J o (¢7))-

Proposition : J; est une famille de structures presque-complexes w-dominées,
ie. g, == w(-,J;-) estune famille de métriques riemanniennes.

Preuve : En utilisant le fait que J est w-compatible et le fait que le flot hamiltonien
@3, préserve w et le fait que w est constante, on calcule directement :

w(-.Js:) = w(,(dg)odo(dy))

A TERMINER ! ! ! |

Proposition : La famille de structures presque-complexes J est explicitement
donnée en chaque (v, @) € T(4 o) (T*A) par :

Tsl(aan (v, @) = (@8 = sHy|a(v), V" + sHf|a(a® — sHf|a(v), -)) € Tip oA
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Preuve : En se souvenant que (¢})«l(a0)(v.@) = (v,a@ — sHy|a(v,-)) €
Tys (A) (T*A), on calcule directement :

(87)s 0 J 0 (¢l (a.ar) (v, @)

(¢I_-lv)* o J|¢;1(A,a’) (V’ a— SHf|A(v’ ))

(¢I_‘IS)*|¢MIY~1(A’Q/) (a’g — SFIf'A(V)’ Vb)

(af = sHp|a(v).v" +sHy|a(af = sHfla(v), -)) € T(gan At

O

Jsl(ae (v, @)

Définition : Considérons la surface u : [0, 1] X R — T*A donnée par :
u(s,t) :== ¢4 (A;,0) = (A;, s(df)|a,),V(s,t) € [0,1] xR

Remarque : La surface u(s,t) vérifie lim, .o u(s,t) = (A%,0) ou A* :=
lim; 100 A; € crit(f). Elle vérifie aussi u(0,7) € T'p et u(1,7) € I'qy pour tout
t € R. Elle a donc des conditions aux bords lagrangiennes et relie asymptotique-
ment deux points critiques de f (i.e. deux points d’intersections lagrangiens des
graphes lagrangiens I'g et I'yz).

Définition : 0.u := u® + Ju®.

Remarque : Floer prend plutdt du = u'® + J,u® (car mes (s, 1) € [0, 1] x R sont
permutés par rapport a Floer (s,7) € R x [0, 1]).

Proposition : A, + (V¢f)(A,) =0, Vt € R si et seulement si du = 0.

Preuve : Soit A, une courbe en A et u(s, 1) := ¢, (A;,0) une surface en T*A.
Alors :

Oeu = u® +Ju?
= (65 (AL 0)Y x (¢5). 0T 0 (¢;,)*(¢,?(A,,0>><f>
= —Xu o (¢5(A,0)) £ (85« 0 J 0 (¢3).(87)+(A1, 0)
= —Xp o (Ans(df)la,) £ (¢5). 0 J o (A, 0)
= —(0,=(df)a,) £ (7)o (0, (4)")
= (0,(df)la,) % (¢5)s 0 (0, (A)")
= (0,(df)la,) = (0, (A)")
= (0,(df)la, + (A)")
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En musicalisant le dernier terme, on remarque que :

Qu=0 = A, = (VEf)(A) =0

26.4 Bonus:

La linéarisation de 1’éq. de courbes gradient est

—T; = I:I A, T
dr t f| Ut
La linéarisation de 1’éq. de CR est : quoi ? Considérons une perturbation de u(s, t),
i.e. un 7y, vectoriel le long de u(s,?) (i.e. une section de u*(TM)). Soit u, une

famille de solutions de 1’éq. de CR t.q. ug = u. Ona 7y, qui est %L—o up(s,t) = Ty

Alors en dérivant I’équation de CR u®®) + Ju") = 0 (pour J constant) p.r. 2 A en
A =0on trouve :

d

0= —

(ufls) +J uy)) = Ts(,s,) + JTS(ft)
Donc

Ts(j) +J Ts(,t[) =0
est la linéarisation de 1’éq. CR. Et la je veux comparer la dimension du noyau de
I’opérateur linéarisé de CR et celui de I’opérateur linéarisé de courbes gradient.

Remarque : L aire symplectique de la courbe Jg-holomorphe u(s, 1) = (A, sdf]|a,)
ou A; est une courbe gradient de f (et qui est bordée par I'y et I'yr) et de toute
autre surface J-holom. u’ ayant bords en I'y et Iy est la méme ! En effet, la fer-
meture de w et le thm. de Stokes nous dit que si on déplace u a u’ les aires sympl.
seront les mémes car I'y et ['q; sont lagrangiennes ! En effet, u coll€ a une surface
sur I'y collé a u’ collé a une surface en I'yy collé a u donne une sphere S? qui
est forcément d’aire symplectique nulle car S? s’homotope & un point car on est
en M = T*A qui a groupe d’homotopie m,(M) trivial (remarquons que Floer a
montré que I’homologie de Morse = homologie lagrangienne dans le cas 7, nul).
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Proposition : Soient A* := lim,_,; A;. Alors I"aire symplectique de u(s,?) :=
¢7 (A, 0) = (A;, s(df)]4,) est donnée par :

w(u) = f(AT) = f(A7)

Preuve : (premiére preuve) En utilisant les faits suivants :

1. conditions aux bords lagrangiennes de u

2. ecanlro =0om, =0

3. (df)"Ocan = df (car O,y est la 1-forme tautologique)
4. f est continue (car C™)

/ dgcan

[0,1]xR)

= / Ocan
ou([0,1]xR)

/ ecan
({1}xR) U u({0}xR)

on calcule directement :

w(u)

can_/ Gcan
u({1}xR)cTqr u({0}xR)cIy
= / gcan
u({l}XR)CFd_f
[ @ryoa
Ar
Ar

Jim f(A,) = lim f(A;)
£ ((Jim i) = 5 (tim 4
f(AT) = f(A)

Preuve : (seconde preuve) En utilisant les faits suivants :

L. u(s,t) = (A, s(df)]a,)
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2. u(s, 1) = (Q, (df)la,) _
3. u(s,t) = (A, sHy|a, (A, -))

4. w((vi,a1), (v2,@2)) = a1(v2) — az(vy)

on calcule directement :

w(u) = / w
u([0,1]xR)
= / uw
[0,1]xR
= / w(s, ), u(s,1)P)ds A dr
[0,1]xR
= [ (0. ). Arstyla, (A )is
[0,1]xR
= [ (@)l - Hyla (A.0) ds
[0,1]xR
- [ @lahods nar
[0,1]xR
- @i
R
= f(A") - f(AD)
]
Remarque : : Pour f = Scs, on remarque alors que 1’aire de courbes J-

holomorphes correspondants a courbes gradient de CS (i.e. instantons) est donnée
par Scs(A™) —Scs(A™) et donc par la classe de Pontrjagin /X Fa A€ F4 etdonc (car
instanton) par 1’énergie de Yang-Mills Syy(A)!!! (du moins dans le cas ¢ = 0 il
me semble).

POUR LA SUITE : montrer que la suite de ce que fait Floer dans son (1989, Wit-

ten’s complex...) pour bien avoir un isomorphisme entre 1’homologie de Morse et
I’homologie de Floer lagrangienne.
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27 Analyse fonctionnelle et principe de moindre ac-
tion :

27.1 Introduction :

Le but de cette section est de bien poser les bases d’analyse fonctionnelle pour
bien poser le principe de moindre action. En particulier, lorsque je considérerai la
théorie de Yang-Mills a bord. Je tenterai de relier cette théorie avec une « théorie
de Morse » en dimension infinie (i.e. la théorie de Floer pour homologie de Floer
d’instantons etc.).

27.2 1-formes différentielles et feuilletage :

Soit @ € Q'(M;V) une 1-forme différentielle sur une variété M a valeurs en un
espace vectoriel V.

Proposition : ¢ := ker « est intégrable si et seulement si (da)|s = 0.

Preuve : Il suffit de se souvenir que pour X, X, € X(M) on a I’identité
(da) (X1, X2) = X1a(X2) — Xoa(X)) — a([X1, X2])

(=) : Supposons ¢ intégrable. Soient X1, X, € X(M;¢), i.e. champs vectoriels
sur M reposant en la distribution &, quelconques. Puisque & est intégrable, on
a [X1,Xo] € X(M;¢). Donc Xy, Xp, [ X1, X2] € X(M;¢&). Légalité (da’)|§ =0
découle directement de :

(da) (X1, X2) = X1a(X2) — Xoa (X)) — a([X1, X2]) = X1(0) - X2(0) -0=0

(&) : Supposons (da)|s = 0. Soient X1,X, € X(M;&) quelconques. Alors
I’égalité (da)(Xi, X2) = Xja(Xz) — Xoa (X)) — a([ X1, X2]) implique directe-
ment 0 = 0 — 00a([X], X2]). D’ou [X|, X»] repose en kera, i.e. en &. D’ou &
intégrable. O

Corollaire : Si da = 0 alors ¢ = ker  est intégrable.
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Remarque : Si « est non seulement fermée mais exacte, les feuilles du feuilletage
de ¢ sont les courbes de niveaux d’un f € C*(M; V) quelconque vérifianta = df.

27.3 Théorie de Morse sur un espace affine :

Soit f € C®(M;R) une fonction lisse réelle sur un espace affine (M, g) muni
d’une métrique riemannienne constante (i.e. invariante par translations) qui est
donc plate.

Proposition : Le tenseur (affine) hessien Hy de f s’écrit en coordonnées affines
comme :

Hy = (0;0; f)dx’ ® dx/

Preuve : Découle de la formule
Hily = (80, = T};00f ) ax' @ v/
pour Fl.kj = ( car g est constante. |

Remarque : On peut alors écrire plus simplement :

d
Hf|x(an Yx) = a

o f(x+sX, +1tY,) pourtout X,,Y,eT M
s=0

t=0

Remarque : Hy estun fenseur bien défini au sens affine ! En effet, il est géométri-
quement bien défini sous changements de coordonnées affines. En effet, donnons
a M affine des coordonnées affines (x!, ...,x""). Tout autre systcme de coordonnées

4t 1 n Jo— pJyi J . J n
affines s gcrlt (y sy ) pour y/ = R;x' +v/ pour R € GL(n;R) et v/ € R".
Ainsi, dy’ = R{ dx' et on montre directement que le tenseur affine hessien Hy est
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bien défini :

a 0
Hy = —f|dx' ® dx’
/ (6x’ oxJ f) ®

0 (d0f
= . dx' ® dx/
axi \ ox/ ) ®

_ 9 (0L g g
axi \ayk dx/

- 2 a—ka)dx’@)de
oxt \ oyk

o (of :

- dx’ ® (R¥dx!
prd b ) ® (Rkdx/)
0 af y

= dx! ® dy*
ayk \ 8yl oxi ) Y

- 2 6—];1%5) dx' @ dy*

dyk \dy
o 0

PRp kf) (Ridx) ® dy*

Le changement de coordonnées affines laisse donc invariant la maniere d’exprimer
H f- O

Remarque : Voici une autre maniere équivalence de voir les choses. Soient
X:,Yy € TyM. On pose deux champs vectoriels constants X,Y € X(M) par
Xlx = Xy, Y|y := Y. Puisqu’ils sont constants il commutent, i.e. [X,Y] = 0. Il
suit que

Hle(XXa Ye) = (XY )|y = YXS)lx

Remarque : Tout comme H est un tenseur affine (bilin€aire symétrique), I’'opé-
rateur H s est un tenseur affine (g-auto-adjoint).
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Remarque : En théorie de Yang-Mills a bord, on ne considére pas tant les
points critiques de Sym que les points ou Sy est laissée inchangée par variations
infinitésimales nulles sur le bord. Cette théorie plus générale se fait a ’aide d’une
distribution ¢ = ker a. Ce que je développe a I’instant.

27.4 Points critiques et pseudo-critiques sur un espace affine :

Soit S : A — R une fonction lisse sur un espace affine A modélisé sur un espace
vectoriel V. Soit W un autre espace vectoriel. Considérons une 1-forme différen-
tielle @ € Q! (M; W) sur A a valeurs vectorielles. Elle induit une distribution

&:=kera c TA
sur A.
Définition : Les points critiques de S sontles A € A tels que dS|4 = 0. Les points
pseudo-critiques sont les A € A tels que &[4 C kerdS|4. On dénote I’ensemble

des points critiques de S par crit(S) € A. On dénote ’ensemble des points
pseudo-critiques de S par crit(S, @) C A.

Remarque : crit(S, @) est relié a la théorie de Morse-Bott : les points critiques
sont remplacés par des variétés critiques. REVENIR LA-DESSUS.

Proposition : crit(S) C crit(S, @). Si de plus a = 0, alors crit(S, @) = crit(S).

Preuve : Soit A € crit(S). Alors 4 C TqaA = kerdS|4, i.e. £4 C kerdS|4. D’ou
A e crit(S, a). Ensuite, si @ = 0, alors & = TA. O

Remarque : Donnons a A une métrique riemannienne constante g. Considérons
la proposition suivante :

Proposition : Soient deux sous-espaces vectoriels V|, V, c V d’un espace vecto-
riel V muni d’un produit scalaire g. Alors :

VicV, & Vi cVvf
Preuve : (=:) Supposons V| C V,. Soit v € Vj" quelconque non nul. Puisque

g est non dégénérée, ceci implique v ¢ V,. Mais V| est un sous-ensemble de V;
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donc v ¢ V1. Puisque g est non dégénérée, ceci implique v € V;-. Ce qu’on voulait
démontrer. (<:) Supposons V5~ C V;*. Soit v € V| quelconque. Puisque g est non
dégénérée, il suit que v ¢ V;-. Mais V- est un sous-ensemble de V;*. Donc v ¢ V-
Mais g est non dégénérée. Donc v € V,. Ce qu’on voulait démontrer. m|

Proposition : crit(S,a) = {A € A : VS|, €&,

Preuve : Souvenons-nous que le le gradient de S est défini par VS := (dS)8, i.e.
par g-musicalité diese de dS. Ainsi :

crit(S,) = {AeA: &4 CkerdS|a}t
= {AeA:dS|a(v) =0,Vv € &4}
= {AeA:g((dS|a)s,v) =0,Yv € é4}
= {AeA:g(VS|a,v) =0,Vv €&y}
= {AeA:VS|s €&y}

O

Remarque : Ainsi, I’étude des points pseudo-critiques peut se ramener a chercher
1a ou le gradient de S repose en la distribution £+.

Remarque : Le cas qui nous intéressera (Yang-Mills) est celui ou & est une
distribution intégrable provenant de @ = df exacte. Les feuilles du feuilletage 7
de la distribution ¢ = ker a sont alors les courbes de niveaux de f : A — V.
Le feuilletage # considéré ne sera pas un feuilletage quelconque. Ce sera un
feuilletage affine! i.e. les feuilles sont des sous-espaces affines de 1’espace affine
A. De méme, la distribution £+ induit un feuilletage affine . La recherche de
points pseudo-critiques de S se ramene alors a la recherche de points ou VS§ est
tangent a une feuille affine du feuilletage affine F+.

Remarque : Avant d’aller plus loin, il importe de remarquer ceci : 1’espace
affine de connexions Ay est de dimension infinie. En dimension infinie il faut
faire attention. En effet, le perpendiculaire du perpendiculaire d’un sous-espace
vectoriel n’est pas toujours égal a ce méme espace vectoriel ! Par exemple : consi-
dérons I’espace vectoriel V = C*([0, 1];R) muni du produit scalaire g(fi, f2) =
/01 f1(x) f2(x)dx. Considérons le sous-espace vectoriel W := {f € V|f(0)
f(1) =0} c V. Dans ce cas W+ = {0}. En effet soit f; € W+ quelconque. Il y
a deux possibilités : (1) f; n’est pas uniformément nulle sur 0, 1] et (2) f; est
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uniformément nulle sur |0, 1[. Supposons (1) vrai. Dans ce cas, il existe f, € W
tel que g(f1, f2) # 0. Ce qui contredit le fait que f; € W. Donc le cas (1) est
faux. Il suit que f; est uniformément nulle sur |0, 1[. Mais f; est lisse. Donc
f1(0) = f1(1) = 0. Donc fi(x) = 0 sur tout [0, 1]. Puisque f; était quelconque en
W+, il suit que W+ = {0}. Donc (WH)- ={0}* =V.DouV # WetV = (W+)*.
Il suit que (W+)+ # W. Ce qui est contre-intuitif. Ou est le probleme ? Il semble-
rait que le probleme vienne du fait que V = C*([0, 1];R) n’est pas un espace de
Hilbert, i.e. qu’il n’est pas complet.

Remarque : La derniere remarque nous mene a devoir développer la théorie
de I’analyse fonctionnelle. En particulier, I’espace de Hilbert a considérer sera la
complétion de I’espace vectoriel V sur lequel est modélisé notre espace affine de
connexions.

Remarque : EN FAIT : j’ai ajouté une section sur 1’analyse fonctionnelle au tout
début du document. Bref, mettre les choses ici a jour. TO DO !'!!

27.5 Principe de moindre action :

Donné une fonctionnelle, le principe de moindre action dit qu'on consideres les
extrémales d’une fonctionnelle d’action. Ces extrémales sont obtenues en consi-
dérant les variations infinitésimales nulles aux bords qui laissent invariante la
fonctionnelle d’action. C’est-a-dire, on considere les points pseudo-critiques de la
fonctionnelle. Ici la distribution & sur Ay est les 7¥ tels que 7 est nul sur les bords
de la variété X considérée. Les équations d’Euler-Lagrange apparaissent justement
quand on considere les variations par des 7 en & (i.e. nulles sur le bord).

Remarque : Pour plus de détails, voir le pdf "Fonct HJ" sur la fonctionnelle
d’Hamilton-Jacobi.

Remarque : Ici je n’ai nullement parlé d’analyse fonctionnelle. TO DO !'!!
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Quatrieme partie

Théorie de Yang-Mills et de
Chern-Simons
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28 Théorie de Yang-Mills :

28.1 Introduction :

Le but de cette section est de développer la théorie de Yang-Mills sur une 4-variété
riemannienne (avec ou sans bord) orientable (X* g¢) munie d’un SU(2)-fibré

principal Py — X.

28.2 Forme bilinéaire « pour le fibré AdPy :

Rappel : La forme de Killing sur su(2) est :
K :su(2)xsu(2) » R
(&1,6) = Tr(adfl ° adfz)

Proposition : Le fibré AdPx est naturellement muni d’une forme bilinéaire non

dégénérée définie positive
k € I'°(AdPy ® AdPY)

Preuve : Considérons I’application

Py > su(2)* @ su(2)’;  «kfi=-K

Puisque K est non dégénérée (car su(2) semi-simple) et définie négative, alors
k¥ = —K est non dégénérée et définie positive. Puisque K est Ad-invariante, alors

«* aussi et est donc une O-forme basique, i.e. :

K e QO (Px;su(2)" ® su(2)")

Ad*®Ad* hor

Cette O-forme basique descend donc a une section
K= (k) € T (AdPY ® AdPy)

qui est aussi bilinéaire non dégénérée et définie positive.
Proposition : ds« = 0 pour tout A € Ay.

Preuve : d«* = (dk*)nor = (d(=K))nor = (0)por = 0.
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28.3 Fonctionnelle de Yang-Mills :

Définition : La fonctionnelle de Yang-Mills est définie par
SYM A X — R

1 1
AI—)—(FA,FA)gK:—/FA /\K*gFA
2 “=73 Jy

Remarque : J’écrirai souvent plus simplement ( -, - ) aulieude (-, -)g . puisque
Kk est assez canonique et vérifie d4x = 0 pour toute connexion A € Ay.

Remarque : « est défini positif et défini par k# = —K o K est la forme de Killing

(qui est définie négative sur su(2)). Il suit que YA € A, Sym(A) > 0. Si le fibré P
est trivial et que s, est une section trivialisante globale, on a alors :

1
S(4) =5 [ (Fada n50 o (Fady = =2 [ To((Faa (0.0 %, (Fa))
X X
Proposition : La fonctionnelle de Yang-Mills Syy est invariante sous I’action du
groupe de jauge Gy.
Preuve : Puisque F4 € QZ(X ; AdPyx), on a vu plus haut que la courbure se
transforme comme F(5-1).4 = Ady o F4 pour I’action a gauche par A € Gx. Mais

k est induit par la forme de Killing K qui est Ad-invariante. Donc la fonctionnelle
de Yang-Mills Sy est invariante sous le groupe de jauge Gx. O

28.4 Variations de la courbure :
Proposition : Soit A € Ay, e Ty Ax ett € R un parametre réel. Alors :

ﬁ by dhet e gt A ot
FA+zrﬂ:FA+th+§[T A T7]
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Preuve : En se souvenant de I’égalité Fg =dA +% [AAA], on calcule directement :

1
Fimﬂ d(A +r7f) + > [(A+17%) A (A +17%)]

2
dA+tdrﬁ+%[A/\A] +%[A/\Tﬁ] +%[rﬂ A A +%[Tﬂ A 7]

2
Fa+tde? +1[A AT + E[Tﬁ AT

tZ
= Fy+td?th+ E[Tﬁ A Tﬁ]

O

Corollaire : Soit A € Ay, T € Q'(X; AdPx) et t € R un paramétre réel. Alors :

)
Fypet = FA+tdAT+§[T/\T]

28.5 Différentielle dSyy; de la fonctionnelle de YM :
Proposition : La différentielle de la fonctionnelle de Yang-Mills est donnée en
tout A € Ay par:

dSYM|A . TAﬂX — R

TﬁHdSYMlA(Tﬁ):(T,éAFA)g+/ T/\K*gFA
X
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Preuve : On calcule directement :

d

dSymla(t?) = a Sym(A + A%
=0
1 d
= 5 _/l o (FA+/17'ﬂ’ FA+/ITﬁ)g
L d (Fgq+ad +/12[ AT],Fa+Ad +/12[ AT])
= < = T+ —|T T, T+ —|T T
2d1|,, AT T2 ATATT $

= % ((dar, Fa)g + (Fa, dAT)g)
% (2(dar, Fa)y)
= (dAT, FA)g

= (T,(SAFA)g+‘/ T/\K*gFA
0X

Proposition : (Fa, [Fa,v])gx =0, VA € Ax, Yv € QY(X; AdPy).

Preuve : Il suffit de se souvenir que K([¢&1, &2],&3) = K(&1, [&2,&3]) pour tout
£1,6,&3 € g. Ainsi :

(Fao [Fas)en = /X Fa A %g([Fav])

_ / Fa A ([%¢Fa.v])
X

_ / Fa A ([v. %¢Fa])
X

= —/X[FA,U] /\K*gFA

= —([Fa,v], Fa)ex
= _(FA’ [FA,U])g,K

D’ou (FA, [FA,U])g,K = —(FA, [FA,U])&K. D’ou (FA, [FA, U])g,K =0. O

Remarque : La derniere proposition nous donne une seconde preuve du fait que
SymMm est Gx-invariante en termes de transformations de jauges infinitésimales :
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Preuve : (preuve alternative de la Gx-invariance de Sym) Soit A € Ax. Soit A,

un groupe de transformations de jauges a 1-paramétre. Soit A := (A™1)*A donné

par I’action a gauche de G sur A. Alors %‘ o AN = —d4F pour vF = A(Y) ol
=

Y = % o A;. Pour v quelconque, on montre alors que Sym est Gx-invariante
1=
d’un point de vue infinitésimal :
d
0 = —| Sym(A
a)._ yMm(A)
d A
= —| Sym(A™
il ym(A™)
d
= dS —| AN
yM|a ( al,_, )

= (Fa,da(=dav))g
= —(Fa, (da)*v)gx
= —(Fa, [Fa,v])gx
=0

28.6 Hessien Hs,,, et Hs.,, :

Puisque Sywm est définie sur un espace affine, on peut définir le tenseur affine
hessien Hs,,, € T (0*T* Ax).

Proposition : Le tenseur affine hessien Hy,,, € I'°(0*T*Ax) de Sym € C™(Ax; R)
est donné en A € Ay par :

HSYMlA(Tf’Tf) = (dat1,dam2)g + ([11 A T2], Fa)
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Preuve : On calcule directement :

d
ds
d
ds
d
ds

HSYM|A(T?7 T?)

s=0

s=0

s=0

(dSYM (T?) ) ‘A+s7’ii

(dA+ST§ Bt FA+ST§ )g

2
S
(dati+s[mo A1), Fa+sdam + E[Tz /\Tz])g

= (dat1,dam)g + ([2 AT1], Fa)g
= (dat1,dam)g + ([11 A 12], Fa)g

O

Remarque : Il convient alors de se demander 4 quoi ressemble Hs.,,. Souvenons-
nous qu’il est défini implicitement par :

HSy]v[(" ) = (I:ISYm( ')’ )g

Sinousn’avions pasle terme ([11AT2], F4)g etsidX = 0, ontrouverait directement
0ads pour Hg,,,|a. Bref, on ne peut pas avoir Hg,,, explicitement. Il faudra donc

travailler avec Hg.,,.

28.7 Les dérivées SYM(k) :

Notation : Ecrivons Sym®) € T®(0FT*A) défini pour tout k € N := Zyo =

{0,1,2,...} par:

SymPla(et, . th) =

d

dS1

4
e

#

1+---+SkT£)

SYM(A + 51T
s,=0

N
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Proposition : Les dérivées Sym'®) de Sym sont données par :

Sym® (A) = Sym(A) = %(FA,FA)g
SymWNa(t?) = dSymla(th) = (Fa,dat),
SYM(2)|A(Tf,T§) = HSYM|A(Tf,T§) = (da71,dam2)g + ([71 A T2], Fa)g
SYM(S)lA(Tf,Tg,Tg) = (dati, [ A13])g + (daT2, [11 A T3]) g + (daTs, [11 A T2]),
Sym@ (e, th = ([ Al [13 A ), + ([ ATl [12 ATal)g + ([11 A 7al, [12 A T3]),
SymPla(et, . th = 0,Vk 2 5

Preuve : La zéroieme premiere égalité est triviale. La premiere est déja calculée.
La seconde aussi. Calculons la troisieéme :

d
SYM(3)|A(Tf,T§,T§) = Sym?|

Atst (Tg’ Tﬁ)
s=0 1

([Tz A 73]’FA+srf)g

s=0 8 s=0

ds

d d
- d_S (dA+s~rfT2’ dA+ST?T3) + d_S

d

ds

(dam + s[11 A 12],daTs + s[11 A 13]),
s=0
d
+ —_—
ds s=0 g
= (dama, [11 AT3]), + ([11 A 2], daT3) 4 + ([12 A 73], daT1),

= (dati, [2 AT3])o + (da2, [T1 A T3]) + (daT3, [T1 A T2]),

1
([Tz/\T3],FA+SdATl +§S2[T1 /\Tl])
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Calculons la quatrieme :

d
S larntd) = o SO )
S1s=0 !
d(d [/\])+d (a £
= — ™, [T3 AT — T3, [ AT
& g s Amd) + 50 (4 o aml)
d
+ — d , A )
P s:O( Awsei T4 [72 A 3] .
d
= 5| (damtslnAanl [ Anl),
S1s=0
d
t | (amssln ATl [n A,
S1s=0
d
3 (dama +s[t1 Ata], [m2 A T3]),
S1s=0

= ([nAnl A+ ([0 Al [0 Awl),
+([n1 Atal, [m2 A T3]),

La derniere égalité découle du fait que Sym® est indépendante de A et donc
constante sur Ax.

Remarque : La série de Taylor de Sy est précisément :

(o)

1
Sym(A) = FSYM(k)lAO(Tﬁa o T
=0 <

outh=A- Ap € Ty, Ax. Icilasomme se termine a k = 4 et les Sym* sont donnés
dans la derniere proposition. Remarquons aussi que cette série de Taylor aurait pu
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étre calculée directement en écrivant :
1
Sym(A) = E(FA’ Fa)g

1
- E(FA()+Tﬁ’ FA0+Tﬁ)g

1 1 1
= E(FA()+dAoT+E[T/\T]’FA()+dA0T+§[T/\T])g

1
= Sym(Ao) + Sym V|4, (7F) + ESYM(2)|A0(Tﬁ, )

1 1
Sy ag (7h, 7478 4 Sy Wl (2, 7, 7 o)

pour :
SymP|a, (7, 7, 1) = 3(da, 7, [1 A 7)),

SymPla, (7 th 2 ) = 3([r A1), [T A 7))

28.8 Equations de Yang-Mills :

Proposition : L'équation d’Euler-Lagrange correspondante a la fonctionnelle de
Yang-Mills est
0aF4 =0

Preuve : ’équation d’Euler-Lagrange décrit les points pseudo-critiques de Sy,
i.e.les A € Ay tels que &4 C kerdSym|a pour &4 := {Tﬁ € TaAyx : Tlogx =0} C
T4 Ax. Pour tout A € crit(Sym, &) et tout e &,ona:

0= dSYM|A(Tﬁ) = (7, 6AFA)g + / T A" *gFA = (7, 6AFA)g,K
110.¢

Puisque 7 est quelconque en &4 et puisque (-, -), est non dégénérée, I’équation
d’Euler-Lagrange de Sym est 04F4 = 0. O

Définition : L’équation d’Euler-Lagrange 64 F4 = 0 de la fonctionnelle de Yang-
Mills Sywm est dite équation de Yang-Mills. Les connexions A € Ay vérifiant
I’équation de Yang-Mills 64F4 = O sont dites connexions de Yang-Mills. On
dénote I’ensemble de ces connexions de Yang-Mills par ﬂ;M. C’est-a-dire :

(ﬂ}M = crit(Sym, &)
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Remarque : Il aussi commun de dire que les deux équations 04 F4 = OetdaFq =0
forment /es équations de Yang-Mills. La seconde identité est trivialement vérifiée :
c’est I’équation de Bianchi.

Remarque : Puisque Syym est Gy-invariante, si A € Ay est une connexion de
Yang-Mills, A” I’est aussi. Ainsi, la Gx-action de groupe sur Ax envoie &ZI}EM sur
lui-méme. On peut alors définir le quotient

YM ._ 4YM
parfois dénommé espace des solutions classiques.

Définition : Soit ALY, = {A € AM : (xgF4)lox =0} ¢ AM.

YM _ﬂYM
=Ay.

Remarque : Si X est sans bord, Ay ox

Remarque : Soit A € &—’l}gM. Bien que dSymla(t?h) =0 pour tout #5920, can’est

< . < . YM
pas forcément vrai pour un 7 quelconque. Néanmoins, pour tout A € A 4y et tout

7 (pas forcément nul sur 0X) on a dSywm| A(Tﬁ) = 0. C’est-a-dire :
ﬂ)\%x C crit(Sym) C crit(Sym, &) = ﬂ)\gM

La question se pose néanmoins a savoir exactement ce que vaut crit(Syp) si
0X # 0.

28.9 Instantons :

Définition : Un instanton (resp. anti-instanton) est une connexion A € Ay
d’énergie finie, i.e. Sym(A) < +oo, dont la courbure est auto-duale (resp. anti-
auto-duale), i.e. xgFy = F4 (resp. xgF4 = —F4). On dénote I’ensemble des
instantons par A7, et celui des anti-instantons par A .

Proposition : A c AM.

Preuve : Découle du fait que 64 = (=1)"k*"*lg *g Aok, O
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Remarque : Dés maintenant, je dirai instanton au lieu de anti-instanton et oublierai
les véritables instantons auto-duaux, i.e. me concentrerai sur ceux anti-auto-duaux
A e A,.

Définition : Ay ox = {A € Ay|(xgFa)lax = 0}.
Proposition : Soit A € A*. Alors
(%¢Fa)lox =0 & Falox =0

Preuve : Découle du fait que *,Fq = —F4. O

Proposition : Le groupe de jauge envoie A} en lui-méme. De méme, le groupe
. L N

de jauge envoie A X.ox €0 lui-méme.

Preuve : Montrons d’abord que le groupe de jauge envoie Ay, en lui-méme, c’est-

a-dire que Gy préserve I’équation ASD. Soit A € Gy quelconque. Souvenons-nous

que F4a = Ad F4 ou A correspond a A. Puisque *, n’agit que sur I’aspect « forme

différentielle » de F4, il découle la suite de si et seulement si suivante :

*gFA:_FA — X%y, (Ad,}FA) =AdFy *gFAA :—FAA

D’ou le fait que Gx envoie ﬂ;—} en lui-méme. Ensuite, montrons que Gy envoie

A% »x €n lui-méme. On vient de voir que Gx préserve I’équation ASD. II suffit

donc de montrer que Gx préserve la condition au bord. Ceci découle du fait que
*, n’agit que sur I’aspect « forme différentielle » de F, alors que Ad, n’agit que
sur I’aspect « section de fibré AdPy » de F et donc que *, et Ad; commutent :

(kg Fan)lox = (kg (AdaFa))lox = (AdakgFa)lox = (=AdiFa)lox = Ada(0)|ax =

O

28.10 Flot de Yang-Mills en dimension 4 :

Considérons la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 4 sur (X, g) riemannien
orientable :

SYM(A) I:/FA A¥ *gFA
X
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Proposition : Si X est sans bord, i.e. X = 0, alors le champ vectoriel gradient
VSym € X(Ayx) de Sym estdonné en A € Ay par :

(VSym)[a =0aFa
Preuve : Donnons a Ay la métrique ¢ définie en chaque A € Ay par :
8la : TaAx X Ty Ax —» R
(1}.73) = &(r.7}) = (11,7

On a vu plus haut que pour tout 7# € Ty Ay :

Sym(A +A7%) = (1,64Fa)g = (64F4, T),
=0

d
dSym(th)|a = a

D’ou :
b
(@Svala(-) = GaFa () = §(GaFw, ) = ((GaFa)?)

R b\&
VSymla = ((dSym)[4)® = (((5AFA)ﬁ) ) = (64Fa)*

O

Corollaire : Pour X sans bord, la courbe de connexions A, en Ax est un courbe
intégrale du gradient descendant de Sy si et seulement si

(A))y = —=64,Fa,

Remarque : Je paramétrise par A car s et ¢ sont réservés pour la décomposition
de A € Ay pour X =X x [0,1] XR.

Remarque : Si X a un bord on trouve
dSyy (T4 = (daT, Fa)g = (1, 64Fa)g + / A gy
aX

Le dernier terme m’empéche d’expliciter VSyy. Néanmoins, je ne veux VSyy que
sur les connexions avec conditions aux bords F4|sx = (*gF A) lox = 0.Dans ce cas,
le dernier terme meurt. Par conséquent, comme dans le cas sans bord, le gradient de
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Sym estaussi (VSym)|a = (04F, A)ﬂ. On conclut alors qu’un chemin de connexions
A en Ay vérifiant Fu ,|ox = (*gF A A) |ox = 0 pour tout A est une courbe intégrale
du gradient descendant de Sy si et seulement si (A))y = =64, F4,.

Remarque : Bref, bien qu'on a pas VSyym dans le cas général, bien des cas
particuliers nous donnent VSyy.

A FAIRE : dans le cas *oF5 (ou Fy) nulle au bord, regarder si le gradient VSyy
préserve la nullité de x4 F4 (ou F4) au bord.

Question : Il semble que les courbes intégrales du gradient descendant de Sym
tendent asymptotiquement vers une connexion de Yang-Mills, i.e.

lim 04,F4, =0
A—o00
Comment pourrais-je m’assurer de converger a un instanton ? i.e. m’assurer que :
lim (1 +%g)F4, =0
A—o00

Seraient-ce les conditions aux bords Fu,lox = (*¢Fa,) lox = 0, YA € [0, +oo],
qui forceraient la convergence a un instanton et non une connexion de Yang-Mills
quelconque ?

AUSSI : (linéarisation) les instantons sont des courbes gradients de CS. Donc la
dimension de I’espace des des instantons (i.e. des courbes gradients) reliant deux
connexions plates est 1’espace des perturbations 7* tels que *odaT = —dsT pour T
nul &t — +oo. (x,daT = —da7 est la linéarisation de I’éq. ASD (1 + %) Fjy,).
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29 Décomposition simple de Yang-Mills :

29.1 Introduction :

Soit (X%, g) une 4-variété riemannienne lisse orientable munie d’un SU(2)-fibré
principal trivial 7y : Py — X. Le but de cette section est d’étudier une dé-
composition simple de la théorie de Yang-Mills pour les deux décompositions
suivantes :

X*=Y’xR

X*=v?x[0,1]

ou encore X* = Y2 x R ot ¥ a un bord. Ceci reliera la théorie de Yang-Mills
Sym(A) sur X alathéorie de Yang-Mills-Higgs Symu(A;, ;) sur Y et formalisera
ainsi I’adage « les tranches d’instantons sont des monopoles magnétiques ».

La prochaine section s’attaquera a la décomposition double de la théorie de Yang-
Mills, ce qui sera un premier pas a I’appréhension de la conjecture d’Atiyah-Floer.

Remarque : La décomposition X* = Y3 x [0, 1] est un cobordisme trivial. Tl
semble possible de changer la fonction temps t : X — R par une fonction de
Morse f : X — R. Ainsi, la direction 0, := (dr)8 serait changée par le champ
gradient V£ = (df)8. Les variétés ¥; deviendraient alors des tranches f~'(¢). Une
paire de pantalon scindant Y; en deux parties correspondrait alors a I’écrasement
(dégénérescence de g;) de Y le long d’un scindement de Heegaard ¥ < Y, i.e. un
bubbling de Y.
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29.2 Lelieu:

Soit (X*, g) une 4-variété lisse riemannienne orientable ot X = ¥ x R est muni
d’un SU(2)-fibré principal (forcément trivial) 7x : Px — X qui se décompose
comme Py = Py X R ou ry : Py — Y est un SU(2)-fibré principal trivial. Posons

Y =Y x{t} et Py, := Py X {t}
pour tout ¢ € R. Considérons les familles d’inclusions

LY s X Py s Py

t

définies par ¢,(y) = (y,t) poury € Y, t € Ret Lf(a) = (a,t)poura € Pyett € R.
Elles vérifient
W(Y) =Y, et F(Py) =Py,

Considérons s, y une section (globale) du fibré Py. Elle induit une section (globale)
Sq.x du fibré Py par so x(v,1) := (sq.y(y),1) pour tout (y, ) € X.

Proposition : Pour tout 7 € R, on a deux diagrammes qui commutent :
# _
L O Say = Sa.x Ol

#

Loy =Tx 0Ly

Preuve : D’abord la premiere égalité. Soit y € Y quelconque. Alors

(S () = (S ():1) = $ax(3:1) = s0.x (4 (1)
Ensuite la seconde égalité. Soit a € Py quelconque. Alors
u(ny(a)) = (ny(a).1) = mx(a.1) = nx (i (a))
]
Supposons que la métrique g sur X se décompose comme g = g + df ® dr de telle

sorte que g|y, soit une métrique riemannienne pour Y;. Posons g; := (¢;)*g, c’est
une famille de métriques riemanniennnes sur Y.
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29.3 Un champ vectoriel sur X et un sur Py :

Posons
0, := (dr)8 € X(X)

o= nyt=tom e C”(Px;R)
Posons Gtﬁ € X(Pyx) défini comme

(5008 = (Pg)u(50.x)+()

Remarque : G,ﬁ est indépendant du s,y choisi.

Proposition : (JTX)*G,ﬁ = 0.

Preuve : Soit a € Py quelconque. Alors il existe x € X et g € G tel que

a=(Sqgx(x))-g. Ainsi:

(7x)-(6%12)

(734 (8 1 (50 x()) - )
= (7x)u (Pg)e (5a.x)+ (D)
= (7TX o q)g o Sa,X)*at

= (mx 0 Sq.x)+0

= (idx).d;

= az

Corollaire : dtﬁ(af) =1.

Preuve : df(6f) = (drly) (8]) = (n3(dr)) (8%) = de((mrx).0]) = de(8)) = 1.

29.4 Décomposition des connexions :

Soit A € Ax une connexion quelconque sur Px. On pose

uh = A

O
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A=A- :,//’jdtﬁ
Ainsi, la connexion A se décompose comme

A=A +yhds
Proposition : y* est Ad-équivariante.
Preuve : Découle de la Ad-€équivariance de A et de la G-invariance de 6?. |
Proposition : A(9}) = 0.
Preuve : A(&,ﬁ) = A(af) — wﬁdtﬁ(é?,ﬁ) =yt — wﬁ =0. O
Posons

A= (A eAp,

ui = )y

Ici, A; est une famille de connexions sur Y et ¢, := (1//1i )4 est une famille de sections

en ' (AdPy).

Remarque : Sous la décomposition qui précede, il y a donc une correspondence
biunivoque

Ax & {ft ‘R — Ay X Foo(AdPy)}
ou i(t) = (u(t),y,) pour u(t) = A,;. Remarquons que cette décomposition est
indépendante du choix de section s, sur Y.

29.5 Forme de courbure :

La forme de courbure de A € Ax est par définition Fg .= d*A. Sous la dé-

composition A = A + wﬁdtﬁ, bien que A ne soit pas une forme de connexion
sur Py, elle en est une sur chaque tranche Py,. On peut alors lui associer une

Ad,hor
de courbure de A sur Py, :

2-forme Fg e Q2 (X;su(2)) telle que sa restriction a chaque Py, est la forme

# i
FAlp)’l T FA~|Y,
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De méme, on peut définir la dérivée covariante extérieure d* tranche par tranche :
A — 4Alp
d (')lpyl =d Yt("Py,)

Soit A la dérivée de A dans la direction R de Px = Py X R. Jécrirai plus
simplement A*) sans le digse.

Proposition : Soit Ff‘ € Qi dhor(Px351(2)) la forme de courbure de A € Ay.

Alors sous la décomposition A = A + y¥dr¥, 1a forme de courbure se décompose

comme . ~ -
Ff‘ = F§ + (dAlpyt lﬁﬁ - A(t)) A dtﬁ € Qid,hor(Px; Q)

Preuve : La décomposition Py = Py X R induit une décomposition d|p, =
d|p,, +d|r de la différentielle extérieure, ou d|p, est la différentielle extérieure le
long de la tranche Py, et ou d|r est la différentielle le long de R (du parametre
1). En utilisant la décomposition A = A + w¥dr, ainsi que I’équation structurelle
d’Elie Cartan une premiére puis une seconde fois, on calcule directement :

Fa
= dlp A+ %[A A Al
= d|p, (A +yfdi¥) + %[(A +ytdf) A (A +yhdrt)]
= dlpyA +d|p, (yFde)
[yfde® A yHde®)

| =

| R 1 _
+5[ANA]+ S [AA whde!] + E[wﬁdﬁ A Al +
~ 1 . - ~

= (dlp,, +dlz)A + (dlp,, +dlz) (W) + S [A A A] + [A A def yf)
- ~ 1 - ~ ~

= dlp, A +dlrA + (d|p, ¥*) A di* + SLANA]+ (A, Y] A dr?

= Ffi +dr* A AD + (dlpy, yf) A det+ [A g A dr?

= Fi (dlp, uf + [A ] - A0) A de?

= Fit(d*|p,ut - AD) ndit

Corollaire : F4 = F; + (dgly,y — (AD)y) A dr € Q*(X; AdPy).
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Remarque : Dans le cas particulier ou la famille de connexions A; := (Lf) * A sur Py
provient d’une isotopie de jauge induite par Uf = —tpf, ie A = —dAfvﬁ1 = dA’wf,
on remarque que le second terme de la décomposition de la courbure meurt. Le
second terme du split de la courbure représente donc une restriction a ce que A;

soit obtenu d’une isotopie de jauge induite par vf = —wf .

29.6 Fonctionnelle de YM :

La fonctionnelle de Yang-Mills Syy en A € Ay est Sym(A) = %(FA, Fa)g. A
quoi ressemble-t-elle sous la derniere décomposition de la courbure ?

Proposition : La fonctionnelle de Yang-Mills se décompose comme :

1 1
Sym(A) = 3 /(FA,,FA,)g,dl+ 3 /(dAlLl’t - (Az(t))ﬁadAt‘/’t - (At(t))ﬁ)g,dl
R R
Preuve : D’abord, la forme de courbure s’exprime comme :
Fa=Fz+(dzp — (AD)) A dr € Q*(X; AdPy)

ou F; ne contient pas de dz. Par les résultats de la section sur la décomposition
simple de la théorie de Hodge, on trouve alors :

Sym(A) = l(FA, Fa)g

2
1 ~ -

- E(FA +(dgy — (AD)) Ade, Fi + (dgy — (AD)y) Adr)g
1 1 s 3

= 5(FA, Fp) + E((dgz// — (A Ade, (dzyp — (AD)y) Adr),
1 1 s 3

= 5 [l it 5 [ (@ = Al @ = Al g

1 1
= 3 /R (Faps Fa)g,d + 5 /R (da s = (A da s = (AD)g)g, dt
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29.7 Equation (1) de YM (d4F4 = 0) :

Rappel : Les équations de Yang-Mills sont

daFa=0 et 64F4=0
A quoi ressemblent-elles sous la décomposition A = A + yhdrt?
Proposition : L'équation de Bianchi d4 F4 = 0 se décompose comme :

() P
# _4A 50
(FA) =d"A

Preuve : Soit A € Ay que I'on décompose comme A = A + y*dr#. 11 suffit de
regarder comment se décompose I’équation de Bianchi en haut dAFﬁ. On vient de

voir que la courbure se décompose donc comme Ff‘ = Ffi + (dfic,bﬂ — A) A drt.
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Ainsi :
0 = d'Ft
= gt (Ff‘ + (dAygt = A0y A dzﬁ)
- dAFg +d4 ((d/sapﬁ — Ay A dt“)
= d|p F% +[AAFY]
+d|p, ((df&aﬁ —AD) A dtﬁ) +[AA ((d/&zfﬁ — A0y A dtﬁ)]
= dlp, Ft +dif A (Fﬁ)(t) +[(A+ytdit) A FE]
+(dlp, (@tp? = A) A art)
+H[(A+yhdet) & ((@yF - A0) dr))
= dip, Ft +dif A (Fﬁ)m +[ANFE] + [(whdrf) A FE]
+ (d|pyt (dAyf = A0y A dtﬁ)
+[A A ((d/%wi —AD) A dtﬁ)] + [(whdet) A ((d%'ﬂt —AD) A dtﬁ)]
= dYp, Fh 4 dif A (Fg)(t) + [y FE A drt
+ (d|pyt (dAyt - A(’>)) Adif + [A A (df‘l//ﬁ - A(”)] A di?
= dif A (Fg)m + [y FE A drt
+ (d|pyr (gt = D)+ [A A (df‘l/ﬂﬂt - AU))]) A dit

() P z -
= drf A (F/‘j) F[Uh PR A a4 (dA|pYr (dAyt - A(”)) A dit

0 . -
(Fi) A+ [h FE A di 4 (dAdAw - dAA(’)) A di?

0 .
((Fj) ~ [FE b+ [FE Ly - dAA(’)) A dif

((Fﬁ)(l) - d*‘Am) A dit
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O
D'oll (Ff‘) = A4, 0

Preuve : (preuve alternative) On a vu dans la section sur la décomposition simple
de la théorie de Hodge que pour tout @ € Q(X; E) ne contenant pas de df on a
les deux égalités :

dalxa = dzly,a + (=1)* (@ + (p.y) o @) A dr
dalx(a Adt) = (djly,@) Adt
On sait que la décomposition simple de la forme de courbure est :
Fa=F;+(dily,y — (AD)y) Ade
On calcule alors directement :
0 = dalxFa

= dalx (Fg+ (dglyy = (A7) A i)

= dalxFj;+dalx ((dle,lﬂ — (AP A dt)

= dgly, Fg+ (FY + [y, Fg]) Ade+ (dgly, (dglyy = (A)y) A dr

= (F + [y, F3l + (dgly,) (dgly, )y — dgly, (A“)y) A dt

= (FY+ [y, F3] + [Fz.0] - dgly, (A")y) A dr

= (FY + [, F3l = [y, Fz] = dzly, (AV)p) A dr

- (Fj{) —dgly,(AD)y) A de
Puisque F/(;) —dgly, (A(t))ﬁ est sans dz, on conclut que F/({) —dgly, (A(’))ﬁ =0, 1ie.
que F = dgly, (AD),. O

Corollaire : La seconde équation de Bianchi d4 F4 = 0 se décompose comme
(Fp)" =dg (1‘1(’))ﬁ
En particulier, on peut écrire ¢a sur Y :

(Fa)" = da, (Az(’))ﬁ
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Remarque : Cette équation est triviale en utilisant I’identité de Bianchi sur Py :

(t) d 1
(th) - dAtAt(t) = a (dA[ + E[Al A At]) _ dAt(l‘) _ [Al A A;t)]
1 1
= dAt(t) + E[At(l) NA]+ E[At A Al(t)] - dAt(t) —[A A Algt)]
= 0

Donc la premiere équation de Yang-Mills ne nous apporte aucune nouvelle infor-
mation (i.e. Bianchi sur X n’apporte rien de plus que Bianchi sur Y). Bref, on a
une identité qui pourrait donc nous servir plus tard :

d (1)
—F4 =dy (A
dr A; A,( t )ﬁ,

29.8 Equation (2) de YM (6,F4 =0):

Proposition : dalx() = dzly, () +dr A S() + (pupdn)(A,0) ().
Preuve : On calcule directement sur Py :
FUpy() = dlpg()+ (peA)(A,0) ()
iy ()4 A () 4 (0D (A, 0) () + (i) (A,

i d
d¥py, () +drf A2 () + (pugdi) (A, 0)
t
O
Remarque : La derniere proposition semble déja démontrée dans la section sur la
décomposition simple de la théorie de Hodge. Mais gardons-la pour avoir plusieurs

preuves au cas oul.

Proposition : La décomposition simple A = A + wﬁdtrt de la codifférentielle de la
courbure 64 F4 sur X* = Y3 x R est donnée par :

6alxFa = 8zlnFa+ (63l (dglyy = (AD)p) Adr
d - -
#xg 3 (*e(dalry = (A + |v dglyy - AV,
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Preuve : Souvenons-nous que 64

= (=1)"01*lg, %, dak,. La décomposition

simple de la courbure est donnée par Fy = F; + (d;|y,¥ — (A(’))ﬁ) A dt. Aussi,
pour une k-forme a sans df sur une 4-variété X* = Y* xR, on a kg = (kza) Adt
et xg(a A df) = (—1)k+1 *; a. On calcule alors directement :

OalxFa =

— g dutlx *g (1@I + (dglyw — (AD)) A dt)
— g dalx (e Fz) = ke g (5l — (AT i)
— xg dalx (xgFz A df) — xgdalx (*g(dA|Yt¢’ - (Am)n))

— *g (d/;|y, (xgFz Adr) +dt A % (xgFz A df) + (Adupdr) (A, 0) (xgF5 A dt))

~ s (d/sly, (%e(daw — (AD))) +dr & < (xe(dlr - <A“>>ﬂ>))

— % ((Adpdr) (A ) (xg(dlyw = (AD)y))

— % ((dly, *g Fz) A d) =% (daly, g (dglvy = (A)y)

- %, (% (*e(dalry = (A™)p) A dr) +xg (|0 ke (@alvy = (A A a)
xad il % Fi = (%adgly, g @zl = (A0)p) Adr

bxg o (xa (il — (AD)) % [ xadgly - (A0

Silv,Fs+ (5A|Y,(dA|Ytlﬂ - (A(t))ﬁ)) A di

by o (xeldaly — (A0)) = [, %3 gl — (A

53l Fi+ (35l (5w = (AD)p) A de

d ~ ~
+xg 7 (xe(dalr = A + v dglvy — (AV)]

O

Preuve : (preuve alternative) On a vu plus haut dans la section sur la décomposition
simple de la théorie de Hodge que la décomposition simple que la codifférentielle
covariante est donnée sur tout & € QX (X; E) sans d par :

5A,g|Xa’ = 5,&,g|Y,a’
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Saglx(@ndt) = (5 A’gma) Adt+ (=) g see (kz) D + (=1 L (p.g) o ()
Ainsi pour n = 4, k = 1 dans la seconde moiti€ et s, = 1, on calcule directement :
6alxFa = 6alx (Fi+ (dglyy = (A0)) A i)
= OalxFz+dalx ((d/ilw — (A" A df)
= SaghFa+ (gl (dzhyy — (A0)p) nd
+xg (xg (gl = (A + [, dglyw = (AV)y]

O

Corollaire : La décomposition simple de la seconde équation de Yang-Mills
04F4 = 0 est donnée sur chaque tranche Y; par les deux équations suivantes :

0= 541y, (dglyy - (A0))

- (1) ~
0= 61y Fx + g (*a(dalry = (A)p)) + [ dglry - (A0)]

Proposition : Les deux dernieres équations se réécrivent sur ¥ comme :

0=, (da, i = (41"))

(1)
6At7ngAt = — *gr (*gt (dAtw[ - (Algt))ﬁ)) _ I:wt, dA,lﬁ; _ (Algt))ﬁ]

Preuve : 1l suffit de tirer chaque objeta Y via¢, : ¥ — X. O

Remarque : En utilisant Ay, 5, = 64,,¢,da, sur les O-formes, les deux dernicres
équations s’écrivent :

AA,,g,l;bt = 5Atvgt (Al(t))ﬁ

(1)
OArg A, = =k, (*gz(dAtl//z - (At(t))ﬁ)) a [‘r/’t, da, ;= (Aft))ﬂ]

Proposition : Si g, est constante en ¢, disons g; = g, alors les deux équations sur
Y se réécrivent :

AAt,ngl = 6At(A§t))ﬂ

O0aFa, = dA,v,bt(t) - (At(t’t))ﬁ + [dA,l//z,lﬁz]
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Preuve : La premicre équation reste la méme. Regardons la seconde :

0a,Fa,

i (s @a = A09) = [ da = (4]

= - (*ﬁo(dAtl//z - (Aﬁ”)ﬂ))(’) - [l/,t, da s - ( A§f>)ﬂ]

= (d/wt - (At(l))ﬁ)(t) _ [%dm% _ (Afl))u]

= (dawr)? = (A"), = [ dau] + [% (At(t))ﬁ]

= day” + [(At(t))ﬁ,%] — (A" = [ daye] + [w,, (A[(’))ﬁ]

= daw” = (A1), + [da v ]

O

Proposition : Si g;,, A, et ¥, sont constants en ¢, disons A; = Ay, g = go et
W = Y, alors les deux équations sur Y sont les équations de Yang-Mills-Higgs en
dimension 3 :

AAOl//O =0
640Fa, = [dAol/’O’ wo]

ol i joue ici le role de champ de Higgs.

Preuve : Découle de la derniere proposition avec A; et i, constants en 7. m|
Remarque : Iciil est question du Higgs des mathématiciens (e.g. Taubes) ou i est
a valeurs en le fibré AdP = P Xaq g et non le Higgs des physiciens a valeurs en le

fibré E = PX,, C? pour pg : GL(2; C) — Aut(C?) lareprésentation fondamentale.

Remarque : La derniere proposition est naturelle au sens ou la décomposition
simple de Sywm pour A;, ¢; et g; constants en ¢ est essentiellement 1’intégrale d’ac-
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tion de Yang-Mills-Higgs (multipliée par un facteur indéterminé mais constant) :
1 1 0) (1)
Sym(A) = > (Fa,, Fa,)gdt + 3 (da, i = (A;)g, da s — (A, 7)g)g,dt
R R
1 1
= / (E(FA(p FAo)go + E(dAow()’ dAol//O)go) dt
R
1 1
= E(FAO’ FAo)go + E(dAol/’O» dAo'vbO)go dr
R
2 2 1 1
=7 |5 (Faos Fag)go + 5 (dagho. dagholg | | dt
R

1 1
? =" E(FAOa Fag)go + E(dAowO’ dag¥o)g,
= SYMH(A07 '700)

29.9 Instantons :

Proposition : L’équation des instantons (anti-)auto-duaux *oF, = +F4 se dé-
compose comme :
*zFi = +(dzp — (AD)y)

Preuve : Souvenons-nous que a = §+y A dr vérifie x;a = +a si et seulement si
ko = x@ & *zB =ty
La décomposition simple Fy = F; + (dzy — (A(f))ﬁ) A dt de la courbure nous
indique qu’en prenant @ = F4, f = Fyety = dzy — (A(’))ﬂ on trouve le si et
seulement si suivant :
*oFy = £Fy & xF;=+(dzy - (A(I))ﬁ)

O

Remarque : En tirant les objets a Y via ¢, : Y < X, les instantons auto-duaux et
anti-auto-duaux vérifient sur Y respectivement :

*gFA =F, < *ngAz = dA,l//t — (Aft))ﬁ
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*gFA = —FA — *gtFAt = _dA,l/’t + (At(t))ﬂ
Remarque : Si g; = go est constant, les instantons auto-duaux et anti-auto-duaux
vérifient :
*gFA =F, & *gOFAt = dA,wt - (At(l))ﬁ
*gFA = —FA [— *goFAz = —dAtlﬁ, + (Al(t))ﬁ
Remarque : Si A; = Ag, ¥; = Yo et g; = go sont constants, les instantons
auto-duaux et anti-auto-duaux vérifient :

*oFp = Fp & *g Fa, = dago

*gFA =-Fy *goFAo = —dAOI,b()
Puisque dimY = 3, %3 = (=1)"* s, = (1) = 1, Pégalité x4, Fa, = dato
se réécrit
Fao = %gydas¥o
Cette équation est I’ équation de Bogomolny pour les monopoles magnétiques. Les

monopoles magnétiques correspondent donc a des instantons auto-duaux indépen-
dants du temps.

Résumons. Alors que la décomposition simple des équations de Yang-Mills « in-
dépendantes du temps » sont les équations de Yang-Mills-Higgs, la décomposition
simple d’instantons auto-duaux « indépendants du temps » sont des monopoles
magnétiques. En particulier, les monopoles magnétiques sont une solution parti-
culiere des équations de Yang-Mills-Higgs en dimension 3.

Proposition : La décomposition simple de I’équation de Yang-Mills évaluée sur
la décomposition simple d’un instanton AD/ASD est :

Su(4) =2 [ Sy g
R

ou Sy, est la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 3.

Preuve : La décomposition simple de la fonctionnelle de Yang-Mills est :

1 1
Sym(A) = 3 /R(FA,’FA,)g,dt +3 /R(dA,l//t - (Az(t))ﬁ,dAtl//t - (Ait))n)g,df
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La décomposition simple d’instantons AD/ASD est :

g, Fa, = 2(da s — (A")y)

Donc I’évaluation de Syym décomposée simplement évaluée sur un instanton
AD/ASD décomposé simplement est :

So) = 5 [EacFadgdrs [ @ni= (A0 daws = (A,
= %/R(FA,,FA,)&dH%/R(i *g, Fp,, £ %xg, Fa,)qdt
_ % /R (FAZ,FAt)gtdt+% /R (%g, Fa,» %g, Fa, ). dt
= %/R(FAzaFAf)gth%/R(FAwFAz)gtdf
— [(FaFaar
R

= 2/SYM3(A[,g[)dt
R

ou Sy, est la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 3. O

29.10 Vérification ASD dans YM :

Proposition : L’équation ASD en décomposition simple vérifie I’équation de YM
en décomposition simple.

Preuve : On a vu que la décomposition simple de I’équation de YM 64|xF4 =0
est donnée par les deux équations

AAz,gt l//l = 5/\:»81 (At(l))ﬁ

(1)
6AtFAt == *gt (*gt (dAtwl - (Azft))ﬁ)) - [lﬁt, dA,wt - (At(t))ﬁ]

ou Ay, = 04,d4, sur les O-formes. On a aussi vu que la décomposition simple de
I’équation ASD %, Fy = —F4 est donnée par I’équation

*g, Fa, = —da,y; + (Az(l))ﬁ
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En lui appliquant 6 4, ¢,, On trouve :
Oa o ke Fa =04 o daths +64 o (AD)
Ar,gr Xgr TAr — At 8t At"/lt At,8t ¢
ou (5At,g, *g, FAz = *gtdAt *52;, FAz = *gsz;FAz =0.D’ou

AAlsgtwt = 6At»gz (Al(l))ﬁ

qui est la premiére égalité recherchée. Montrons maintenant que 1I’égalité

(1)
6AtFAt == *gt (*gt (dAtwl - (Azft))ﬁ)) - [lptadA,wt - (At(t))ﬁ]

découle de
*8!FAt = _dAt¢t + (Algt))ﬁ

Supposons *g Fa, = —da, ¢ + (A,(t))ﬁ vrai. Alors :

e ntons - a) a4
= =g, (g, (=g, Fu) " = [0rr. = %, Fa,|
= *a (*§,FAt)(t) + [ %, Fa,]
= kg, (Fa,)" +%g, [01r Fa,
= (dA, (4”) ﬁ) g, [Fayo ]

= *gtdAt (Al(t))ﬁ — *gtdAtdAtl//z

= kg da, ((At(t))ﬂ = dA,l//z)

= *g,dA, (_ *gt FAt)
= - *gz dAt *gt FA[

- §Az,gt FAz

ce qui démontre que I’on retrouve bien la seconde égalité. O
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29.11 Action de Gy sur (A;,¢;) :

On a vu qu’a une connexion A € Ay correspond une paire (A;, ;) ol A; est une
famille de connexions sur Py et ou ¥, est une famille de sections en I'*(AdPy).
En faisant agir Gx sur Ay, par la gauche ou par la droite, on obtient une action de
Gx sur la décomposition (A, ¥;).

Proposition : Soit A = A +y*dr* selon la décomposition usuelle. Soit A € Gx. 1l
lui correspond At e C>(Px;SU(2)). Alors les actions a gauche et a droite de Gx
sur Ay via la décomposition simple donne :

AA=(A)A = Ad/wfi 3 (dlpyt/lﬂ)(/lﬁ)_l + (Ad/wlﬁﬁ _ (/ﬂ)(t)(/lﬁ)—l) dr

A-A=AA = Adry A+ (457 (d]p, 2F) + (Adm)_lz/fﬁ + (2! (/lﬁ)(’)) drt
Preuve : Pour I’action & gauche A-A = (A™)*A = Ad 3 A — (dA%)(2%)~!, ot ici
destd|p,, on trouve :

(AT)A = AdyA - (d]p,ah)(ah!
= Ady(A+ytdt) - (d]p, A* +dr* A (AHD) (2!
= AdpA + (Adyhde — (dlp, A% +dif A (AHO) (%!
= AdpA = (dle, (A + (Ad gyt - ()0 (2 ) o

De la méme maniére, pour ’action a droite A - A = A*A = Ad - A+(AH)~1(dab),

on trouve :
A*A Ad 1 A+ (AH 7 (d2Y)

= Adgy 1 (A +ytdt) + (A7 (dp, A* +dif A (A%)D)

= Adga A+ ()7 (dlpy D) + (Ad gy + (171 (AHD) ar

Remarque : Soit A € Gy. Il1ui correspond Absur P . Considérons la famille /lf :
(Lf)*/lﬁ. Il lui correspond la famille A, := (/ltﬁ)ﬁ. A cette famille correspond v; :=
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/lt(t)/l,_l. On a en particulier Ad,-1v; = ﬂ;l/ll(t). Aussi, a la famille A; correspond
une famille de transformations de jauge A; de Py. Il suit que les décompositions
simples des actions a gauche A - A et a droite de A - A sont données par :

A‘A = A‘ (Al" w[) = (Al 'A[,Ad/itlp[ - U[)

A-N=(Anyn) A= (A A Ad g + Ad1vr)
ou, tel qu’attendu,

A A= Ad A, - (daHy(ah!

AN =Ad g A+ (2D (A

(-1
ourd=d|p,.

Remarque : Il semble y avoir une 1égere asymétrie entre la version a gauche et a
droite a cause du terme Ad A devant v,. A REVERIFIER ! !!

29.12 Une 1-forme particuliere :

Tel que vu plus haut, la décomposition simple de I’équation de YM 64F4 = 0
donne :

0=04,g (dA,wt — (A" )Ii)

()
S Fan = = %, (%o, (da = (A7) = | daw = (A1),

Posons :
Jo = da — (AD)y € QL(Y; AdPy)

La décomposition simple de I’équation de YM 64 F4 = 0 s’écrit alors plus simple-
ment :
0 = 6A,’gt J[

6AtsgtFAt == *gt (*ngt)([) - [l//[, Jl]

La premiere de ces deux équations est I’équation de conservation de courants. Les
équations d’instantons auto-duaux/anti-auto-duaux :

*o g =1F) & %o Fa =+ (dA,l//z - (A,(t))ﬂ)
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deviennent :
*gFA =+F, *g;FAr =+J;
La I-forme J; représente la composante de la 2-forme de courbure F4 qui est a la

foisenY etent.

Proposition : da,J, = [Fa,,¥;] — %FA,

Preuve : En utilisant I’égalité :

d (1)
—F4 =dy (A
dr A; A,( t )ﬁ

on calcule directement :
da,Ji = dg, (dAl% - (A,(I))ﬁ)
= & ¢ —da (A"),

= [Pl - S
- A Yt dl_ Ay
O
Proposition : J;- A, = Ad 410 J;
Preuve : Calcul direct via :
Ac-Ar=Ad A+ (2)7(d2))
l//[ . Al‘ = Ad/ll_ll//t + Ad/lt—lvt

ouy; = /lft) A7, Détails dans mes feuilles du 2018-08-16. m]

Remarque : De cette derniere proposition, il suit que le terme J; ne peut pas
étre "tué" par une transformation de jauge. Au mieux, on peut 1’aligner dans la
direction qu’on veut en AdPy. A relier au mécanisme de Higgs (ot on doit "tuer"
des bosons de Goldstone par transformation de jauge et ne garder qu’un boson de

Higgs).

Remarque : Sij’écris J; c’est parce que cette 1-forme ressemble drolement a un
courant (a cause de I’équation de conservation de courant 6 4, ¢,J; = 0). Peut-€tre
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I’ajout de dimensions spatiales peut servir a avoir des courants de matiere dans
Yang-Mills.
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30 Décomposition double de Yang-Mills :

30.1 Introduction :

Le but de cette section est d’étudier une décomposition double de la théorie de
Yang-Mills pour la décomposition suivante :

X*=32x1[0,1] xR

30.2 Lelieu:

Soit (X%, g) une 4-variété lisse orientable riemannienne munie d’un SU(2)-fibré
principal mx : Py — X telle que X = ¥2 x [0,1] x Ret Px = Py X [0,1] xR
ol ny : Py — X est aussi un G-fibré principal sur £ une surface lisse fermée
orientable. Dénotons les points de [0, 1] par s et ceux de R par . De méme,
dénotons les deux fonctions coordonnées en direction [0, 1] et Rpars : X — Ret
t : X — R. Soient

Yo =X x {s} x{t}

Py, = Py x{s} x {1}
Soient les familles d’inclusions canoniques

lsr 2 —>X
Lﬁ’, : Py — Py

telles que ¢5,(X) = X5 et Lf,,(Pz) = Py, ,. Supposons que la métrique g sur X se
décompose comme
g=8+ds®ds+dr®ds

de telle sorte que sur chaque tranche X ;, la restriction g|x, , y soit une métrique
riemannienne. Posons

8s,t = L:,tg
C’est une famille de métriques a 2-parametres sur 2. Fixons une section s,y du
fibré Ps. Il induit une section s, x du fibré Py par

S(I,X(Xa S’ t) = (SQ,Z(X)’ S’ t)
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pour tout x € X,5 € [0,1],7 € R. Comme plus haut, on a les diagrammes qui
commutent
tyyoms =y o lf,

_ 4
Sa,X Olsy = LS,; SIS

30.3 Deux champs vectoriels sur X et sur Py :

Posons les deux fonctions réelles sur Px suivantes :
st =nmys=sonmy et A =yt =tomy
Posons les deux champs vectoriels suivants sur X :
ds := (ds)® et 9, := (dr)8
Posons les deux champs vectoriels 63 € X(Px) et d; € X(Pyx) sur Py par :
O sox-g = (P)ul(sax)eds et Ay, xg = (Bg)e(5a.x)-0,

pour tout g € G. Ces deux champs vectoriels sont naturellement G-invariants.

Remarque : aﬁ et 8? sont indépendants du s, 5 choisi.

30.4 Décomposition des connexions :

Soit A € Ax. Posons
ot = AOY) et gt =A@

A= A - fdst — yHar

Ainsi, A se décompose comme

A=A+ (,aﬁdsﬁ + (,l/ﬁdtﬁ
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oil A est sans ds* ni df. Posons
Agsi= ()4
S,k - (Ls,t)

o= (et et ut = ()
#

51 €t wﬁ,t sont des familles

Ici, Ay, est une famille de connexions en Ay et ¢
) 414 0 .
d’éléments en €2 d,hor(Pz, su(2)).

Remarque : Sous la décomposition qui précede, il y a donc une correspondence
biunivoque

Ax & {IZ . [O, 1] XR — As X Foo(Adpz) X FOO(Adpz)}

ouii(s,t) = (u(s,t), ¢ss, ¥sy) pour u(s,t) := As;. Remarquons que cette décom-
position est indépendante du choix de section s, sur 2.

30.5 Forme de courbure :

Proposition : La forme de courbure F4 de A se décompose comme :

Fa = Fi+(dgls,, o~ (A Ads+(dgls, ,y—(AD)) Adt+ (gD -0+ [, y])dsAdt
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Preuve : 1l suffit de décomposer Fg pour A = A + pfds? + yFds* via I’équation
structurelle d’Elie Cartan :

Ffo= dlpA+ %[A A A]
= d|p, (A + fds® + yHart) + %[(A + ofdst + widif) A (A + oFds? + wldi?)]
= dlpy A +d|py (pFds®) +dlpy (phdi)
+% [AAA]+ %[A A (ofds? + ytdf)] + %[(goﬁdsﬁ +ytdit) A A]
#3 1) A (Wharh)] + 5[ whar) A (hdsh)
= dlpy, A+ds' AAD +dif A AD + (dpy, o) Adst A (0B A ds?
+(dlpy, ¥F) A dt +ds? A () A def + %[A A A+ [A A (¢Fds? + ytart)]

+[(p*dsh) A (phdr?)]
= Fg — AW A dst— AD A def + (dlpy, 0" A ds® - () A ds A drf

+(dlpy, ¥F) Adt + (wh)Dds® A dif + [A, oF] Adst + [A, gt A dr?
+o", yfdst A dr?
- Fg — A9 A ds? -~ AD A drf + (dpy, o) A dst - (D)D) A ds? A drf
+(dA|pzs’tlﬂﬁ) Adtf+ (pHOds? A dif + [oF, gl ds? A drf
= Fia(d|py,, 0" - AD) A dst + (dpy wf - AD) A def
+(WHY = (H D + [¢F, yF])ds A di?
D’ou
Fi = Fit(@py, ¢ =AO) AdsP (0 py, 0P =AY A+ ((0H) O =(6h) 4 [,y ) ds ndi?
D’ou
Fy = Fi+(dls, o= (A Ads+(dgls, 0= (A Adi+ () =0+, ] dsAds

O
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30.6 Fonctionnelle de YM :

Notation : || [ = (-, ),

Proposition : La fonctionnelle de Yang-Mills se décompose comme :

1

Swid) = 5 [ IE IR s nar
2 Jio.xr ’

1

+ / lda,, s — (AS)I12 ds A di
[0,1]XR

1
+ / lda, s = (AU, ds A dr
[0,1]xR ’

1
+ / 10 = 0 + [y s 12 ds A di
[0,1]xR

Preuve : On vient de voir la décomposition de la courbure :

Fa = Fi+(dgls,, o~ (A Ads+(dgls,, y— (AN Adt+(y D -0+ [, y])dsadre
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En utilisant les divers résultats d’orthogonalités sur les formes différentielles (selon
le nombre de ds et de dr), on calcule directement :

Sym(A)
1
= E(FA’ Fa)g
1 ~ -
= S (Fx+ (dals, @ = (A)p) Ads+(dgls, = (AD)p) Ade+ (" = o+ [g,y])ds A dr,
Fi+(dgls,, @ = (A")p) Ads + (dzls,, 0 = (AD)p) Ade+ @ = oW + [p,y])ds A dr)g

1 1 = ~
= S (Fg Fa)g + 5 ((dls, 0 = (A Ads, (dgls,, 0 = (AY)y) A ds),

1 - -
+=((dgls,, ¥ — (AD)) Ade, (dgls, @ — (AD)p) Adr),

2

1 s .
+§((w( ) _ SD(I) + [@,¥]) Ads Adt, (w( ) _ gD(I) + [, ])ds A dr),
1

= _/ (FAst’FAst)gsde/\dt

2 Joogxe VTR

1 R ;
+§/ (dAs,tQDS,t - (Ag,z))ﬁ, dAs,t()Ds,t - (Ah(v,t))ﬁ)gs,zds A dt

[0,1]xR

1
+§/ (dAs,tlf//SJ - (AA(‘fl))ﬁ’ dAs,rwSJ - (Agfz))ﬁ)gnds A dt
[0,1]xR

1
+= /[0 I R(lﬂist) - Qogtz) + (@50 Usils §s,) - (PE? + @5, Wsil)g, s A dt
1]x

2
: / IFa 12 ds Ade
-5 Asillggs §
2 Joapxe B
1
+5 / da,, @se = (AL)12, ds A dr
[0,1]xR

1
+ / lda, Wros — (A2, ds A di
[0,1]xR '

1
w3 [ = 4 Tt IR, ds A
[0,1]xR

]
Remarque : C’est cette fonctionnelle décomposée que je veux comparer a I’ éner-
gie symplectique de surfaces en Ay ou encore en Ay X ['*(AdPys) X ' (AdPy)

ou encore en Mg.
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Remarque : Les normes || - ||¢, , apparaissant dans les intégrales ne sont pas les
mémes. Sur
Fa,

c’est la norme sur les 2-formes (i.e. éléments de Lie(Gx)™). Sur
dAs,t‘pS,t - (Ag,st))ﬁ et dAS,,ws,l - (Afvfz))ﬁ

c’est la norme sur les 1-formes (i.e. €léments de T4, As). Enfin, sur
y t
ift) - QDE,I) + [‘)Ds,ta lps,t]
c’est la norme sur les O-formes (i.e. éléments de Lie(Gy)).
Remarque : Interprétation des termes :

1. Le terme ||Fa,, ”;U peut étre vu comme un hamiltonien car c’est la fonc-
tionnelle de Yang-Mills bidimensionnelle.

2. Les termes avec Agft) et Agft) semblent reliés a I’énergie symplectique (ou
I’aire symplectique ?) via une fonctionnelle ayant pour lagrangien un truc qui
ressemble 2 ||u®||> + ||| J’ai calculé les équations d’Euler-Lagrange
de ¢a et ca donne Au = 0 pour (M, w) = (R**, wq) et J = Jy. En particulier,
les u : (R?, jo) — R*" tels que 8,u = 0 sont un sous-ensemble des u tels
que Au = 0.

3. Le dernier terme est a interpréter.

30.7 Equation (1) de YM (d4F4 = 0):

Rappel : Les équations de Yang-Mills sont
daFa=0 et 54F4=0
A quoi ressemblent-elles sous la décomposition A = A + oFds? + yhdrt 2

Proposition : L'équation de Bianchi d4 F4 = 0 se décompose comme :

0=(FpY —dgls,, (AW,
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0= (Fp" - dzls,, (AD),

0 = (dgls,, )"~ [(AV), @] —dzls,, 0" = (dzls, ,¥)® + [(A®)s, 0] + dzls, v

Preuve : On vient de voir que la décomposition double de la forme de courbure
F4 est:

Fa = Fi+(djls,, o= (A Ads+(d gz, y— (A Adi+ (0 =0+ [0,y ] dsnds
En utilisant les égalités sur la décomposition double de d4|y :
dalxa = dzls,, @ + (=1)* (@™ + (p.g) 0o @) Ads + (=1) (@ + (p.y) 0 @) Adt

dalx(a Ads) = (dgls,,@) Ads+ (=D (@' + (pap) 0 @) Ads Adr
dalx(@ Adf) = (dgls,,@) Adt+ (=D (@ + (p.p) 0 @) Ads Adr

dalx(a Ads Adr) = (dgls,,@) Ads Ade
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on trouve :

0 = dalxFa
= dalxF;

+dalx ((dA|zs,,<P ~ (AP A ds)
+dalx ((d/slzs,tw — (A A dt)

+daly (@ =6+ [p,9])ds A dr)
= (FpY +[g. Fx]) Ads+ ((Fp™ + [y, Fz]) Adt
+(dgls,, (dgls,, 0 = (A9)y) A ds
+((dgls,, 0 — (A)D + [y, dzls,, 0 — (AY)]) Ads Ade
+(dgls,, (dgls,, v — (AD)y) Adt
—((dzlz,, ¥ - (A(t))ﬁ)(s) + @, dgls, ¥ — (A([))ﬁ]) Ads Adt
+(dgls,, (0 = 0" + [@,0]) Ads Adt
= (FpY +[o. Fg]) Ads+ (F)'" + [y, Fz]) Adt
+((d4lx,)%¢ = dgls,, (A9)y) Ads
+((dgls,,0)® = (A, + [, dzls,, 0] = [, (AD)]) Ads Ade
+((dglz, )2y = dgls,, (AV)y) A de
~((d4lz, ) = (AN + [0, dglz, 0] = [0, (AD)]) Ads A dr
+(dA|Zs,tl//(s) - dglzs,ﬁpm +dglz,, [@,¥]) Ads Ade
= (FpYW + [0, Fz]) Ads+ (Fp)' + [y, Fz]) Adt
+([Fz ] —dzls,, (A9)y) Ads
+((dglz,,0) O + [0, dgls,, 0] = (¥, (AD)]) Ads Ad
+([Fs, 9] = dzls,, (AD)y) Adre
—((dgls, ) + [@.dgls, ¥ = [@, (AD)]) Ads Ade
+(dgls, v —dgls,, 0" + [dzls,, 0. 0] + [@.dgls, w]) Ads A dt
= (Fp™ = djls,, (A9 Ads + (Fp)™ = dgls,, (AV)y) Adr
+((dA|ZS,,SD)(t) - [(A([))ﬁ, ¢l - d/ﬂzs,tgo(t)) Ads A dt
_((dA|Zs,,‘ﬁ)(s) - [(A(S))ﬁ» gl - d,g|zsy,l,b(s)) Ads A dt
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Ce qui implique trois égalités :
0=(Fp)" - dglx,, (A

0=(Fp" —djsls,, (AV),

0 = (dils,, )" = [(AD), 0] —dzls,, 0™ = (dzls,, )™ + [(AD), 0] + dsls, ¥

O

Remarque : Les deux premieres égalités obtenues par la décomposition double
de 0 = d4 F4 sont déja connues :

(FW = dgls,, (AW)y

(F5) = dgls, , (AD),

En effet, ces deux équations sont triviales en utilisant I’identité de Bianchi sur Py :

(s) d 1
(Ff\s,t) N dAS”AE,Sf) = a (dAS,t + 5 [As,t A As,t]) - dAgf,) - [As,t A AE,St)]
1 1
= dAE? + E[Agi) AAg ]+ E[As’t A Ag;‘t)] _ dAgi) ~[Ags A Agi)]
=0
(t) d 1
()" -t = (o 31au A Al ~aal) - 4 a2

1 1
= A+ AL A Al + 514 AAGT =AY~ [As A A
=0

La troisieme égalité de la décomposition double de 0 = d4 F4 découlent des deux
égalités suivantes :

(dils,. )" = djls,, ¢ + [(AD)y, ¢]

(dzls, ) = dzls, ¥ + [(AD)y, ¥]
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En effet :

(dA~|Zs,t QO) (t) =

#

dlps,, (D + [4, ()] + [A7, ]

A|P25 t((pﬁ)(t) + [A(t) (pii])jj

dils,, 0" + [(AD)y, ¢]

#

Il
A/—\/—\/—\/—\
~
v
™
@ 5
2 <
A
E=3
N—"
—~
N
~
+
o
A
E=S
[—
—~
N
~
~—
£

(Aals, ) = ((@lpy,,uh)

(
((oupzq,wﬁ [A,u#)@)
= (@,
=

dlps,, @HY + (A H] + [A9, )
= (1p,, WHO + 1AV, 04,
= dils, 0+ [(AY);. 0]

La double décomposition de la premiere équation de Yang-Mills (i.e. Bianchi) sur
X ne nous apporte donc rien de nouveau.

#

30.8 Equation (2) de YM (64F4 =0):

Proposition : La double décomposition de 1’équation de Yang-Mills 64F4 = 0
est donnée par les trois équations suivantes :

0 = 6z4ls,,Fi
=g (kg(dglz,, 0 = (A + [@. dgls, 0 — (AV)]
—xg (xg(dzls, ¥ — (AN + [y, dgls, ¥ — (AD)y]
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0 = 5A,g|2s,t(df§|2s,,<ﬁ - (A(S))ﬁ)
+ % (*g(l/,(s) — oD 4 o) + [0 0 — 6O + [, 0]

0 = 440w, (dils, ¥ — (AV)y)
— kg (eg (W = 0 + [0, 1N = [0, ¢ — 01 + [, y]]

Preuve : Souvenons-nous que la double décomposition de la forme de courbure
F4 est donnée par :

Fa = Fi+(dgls,, o= (A Adst(d gz, 0= (AD)p) Ade (6 -0+ [, y])dsAde
En utilisant les égalités sur la décomposition double de 64|y :

Oaglxa = 5A,g|25,t“
5A,g|X(G’ Ads) = (5A,g|25,,0/) Ads + (—l)nk+lsg *3 (*ga)(s) + (—l)k+1 (ps) o

Saglx(a Adl) = (65 4l5,,@) Adi+ (1) s 5z (kg)? + (1) (pp) 0 @

daglx(@AdsAndr) = (654ls,,@) AdsAdr
+((=1)"* s %z (k) + (=D (p.g) 0 @) A dt
H((=1)" s xg (xg)? + (=D)* (o) 0 @) A ds
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on calcule directement :

0 = daglxFa

= OaglxFj
+oaglx (dgls, o = (A0 A ds)

+Oa4lx ((d/;lzs,,‘ﬂ — (AD)y) A dt)

+Saglx (W = ¢+ (g, ul)ds A di)
= 045l%,Fi
+(05 515, (dils,, 0 — (A)p) Ads
— %5 (kg(dglz,, 0 = (A + [, dglx,, 0 — (AD)y]
(07 413, (dglx, ¥ = (AP)p) A dr
—xg (xg(dglz, ¥ — (AN + [y, dgls, ¥ — (AV)y]
—(xg g (™ = 0D + [0,y ])) W + [0, (W = o' + [,y ])]) A dt
+(kg (kg (0 = @ + [0, 01N + [y, W = " + [0, ¥]D]) Ads
= 045l%,,Fi
— g (*g(dzls,, 0 = (AN + [g,dgls,, ¢ = (AD)]
—xg (xg(djls, ¥ = (AN + [y, dsls, v = (AV)y]
+(85 515, (dls,, 0 — (A)p) Ads
+(xg g = oW + [0, + [,y — oW + [,u]]) A ds
(07 413, (dglx, v = (AW)p) A dr
—(xg g = 0D + [0,y ]))D + [0, = 0 + [0, ]]) A dt
Ce qui implique les trois égalités suivantes :
0 = 5A,g|2s,zFA
— %z (kg(dgls,, 0 = (A + [, dgls,, 0 — (AD)y]
— kg (*g(dzls, ¥ — (AN + [y, dzls, ¥ — (AD)]

0 = 6A,g|2s,,(dg|zs’t()p - (A(S))ﬁ)
g (g9 = 00 + [, )P + [, @ = 0 + [, 0]
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0 = 6A,§|Zs,t(d,§|zs,t!// - (A([))ﬁ)

O

Corollaire : La décomposition double de 1’équation de Yang-Mills 64 4|xFa =0
se réécrit sur 2 comme les trois équations suivantes :

0 = 6AA 58, tFAs,t
- *gs,r (*gs,t (dAS,l ‘)OS,Z - (A(Y))ﬂ))(g) + ‘)Ds ts dA_) t‘iDSf (A )
- *gs,t (*gs,,(dAS,,ws,t - (As(“ft))ﬁ))(t) + [ws,t’ dAs,tws,t - (A(t))ﬁ]

0 = 6143 1:8s,t (dAA l‘pst - (A(S))ﬂ)
kg Ohg, (0 = 0 (g i s s + W) = 01 + [y, Y511

O = 5145[ 58, [(dAS zwst - (A(t)) )
— gy Ohgr W) = 01 4 10 s I = L5 0) — 0 4 [0 10411

Preuve : Il suffit de tirer tous les objets a X via ¢5; : 2 < X. O

Proposition : Si g est constante en s et ¢, alors les trois équations obtenues par
décomposition double de I’équation de Yang-Mills 64 F4 = 0 sont données par :
0 = Sa,g Fa = (A5) = (A

o, 00+ 20(AL), @sal + (9o da,, 0]

a3+ 20 (AL W] + W da U]

0 = Gayg., (da,, 000 = (AL +ur" = o)

(1) (0 (s)

[Qost"vlfsl] [‘Pst, ] ['7[/S19 ] [wsl‘a [wst’wsl‘]]

(S 5) (s.1)

0 = 6Astgsz(dAs,th,l - (A(t))ﬁ) - + ()Dst
()

[0, il = 2[psn ] - [wst,wst] [@s.02 [@5.02 Ws1]]
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d

Preuve : Supposons g constante en s et en 7. Alors x; commute avec 4 ¢t éit On
développe la premiere équation :

0

6Aa t-8s, tFAs,t
g, (g, (da @sa = (AT + [9sr da, 00 = (A7)

b Gt~ A + W - (AL
6Av -8, tFAs,t

_(*g; ’(dAS”(’OS’t N (Agft))ﬁ))(s) + [()Os,t, dAs,t(lDS,l‘ - (A(S)) ]

_(*g; ! (dAS””bS’t N (Agft))ﬁ))(t) + [ws,t, dAS,z ‘/’s,t (A(t))li]
6ASJ’gs,t FA 3

+(da, 000 = (AT + (901, da, 0 = (AD))g)
Hda Yss = (ADDD + s da, s = (ALD]
5As,tags,rFAs,t

Hdaps) = (AT + [0 dapse = (AL
+(dA”¢sl)(f) (A(l f))ﬁ + [Wosda, Yo — (A(t))ﬁ]

8a 900 FA (A(”))ﬁ_(A(”))

+(dAx,ts0s,z)( D+ (@i da,, 050] = (950 (AL))4]

+(day s ) D+ [Wsas day s = s (AU

Sivige Fay, — (A5 = (AL,

i 6+ [(A“)) s + (050 da0s] = [0s0r (AD),]
+dA”w(t) [(A(l)) Uedl + Wsn dag Wsi] = [Wsn (A(t))ﬁ]
SvrgeiFan, = (AT = (A5,

+da,, 0l +2[(A ), @il + (95 da,, 954

+dAY,¢/(’) + 2[(A(’)) sal + [Wssnda, 0]
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La seconde équation devient :

0 = 6a,,0,,(day, @5 = (A

g, (g, (W) = @) 4 T0s s s s + [0 = @) + [0, W3]
= Oay 0, (day, 050 — (AS)y)

(2 W) -l + [onre e ) + [ 8 =\ + [ 5]l
= a0, (day, @50 — (AS)y)

W = 0 4 10 is e DD + Wi 0] = Wi @ + Wy [ 95, W]]
= 6ay00,(day, 050 — (AS))

5 = o 4 (s s 1D+ [ 00T = Wi @501+ [Wss (0500 W]
= a0, (day, @50 — (A +y 5" — 10

e s+ L5 0 + W 01 = W @ + [Wss (@5 W]
= Oays, (day, @5 — (A + 950 — o0

2[00 sl + (@5 0]+ Wt 051+ W [ @50 Wsi]]

La troisieme équation devient :

0 = 6,0, (dag, s — (ADy)

— gy, (g, W) = ) 4 105 s = (05000 = 00 + [@5s W]
= a0, (day Wss — (AY)))

~x2 W)~ o8+ [ s D) = (050 = ) + (0500 U541
= Gayy e, (day s — (AY)))

~WE) = o)+ [s 5D = (@5 08T = (@50 001 + (0505 [505 Ysa]]
= 04a,,.g,,(da, Wss — (Agt))ﬁ)

7+ 0 g 51 = (050 0 = (050 @1 + (@501 (@500 W]
= a0, (day Use = (A =05V + o5

108 Wil = (o501 = (05021 = (0500 0801 + (05, [ 95,05 05411
= Say, 0, (day Wss — (A — g5 4+ o0

[0 Wil = 2005 0T = 1050 @ + [05.05 [0 Y]]
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O

Remarque : La derniere proposition pour le cas g, constante en s et f ne semble
pas particulierement plus simple ou utile que le cas général ou g, dépend de s et
t.

Remarque : Les termes 64, ¢ ,da, @5 €t 04, ¢, ,da, ¥ peuvent se réécrire

AAs,t»gs,t Ps,t et AAs,t’gs,tlpSJ pour AAs,tng,t = 6As,t,gs,tdA,v,t + dAs,téAS,tvgs,t car Qg et
Y. sont des O-formes.

Proposition : Si A; = Ao, @5 = ©0.0, ¥s: = Y00, &s: = 80,0 Sont constants,
alors la décomposition double de 1’équation de YM vue sur Y s’écrit :

0 40.0.80.0F 400 = [dAag90,0, 90,01 + [dago¥0,0, ¥0,0]

Ay 0.80.0%0,0 = [[©0,0, Y00l ¥o,0]
Ay o.g0.0%0,0 = [[©0,0, %001, 0,0l

Preuve : 1l suffit de mettre A;; = Ao, @5 = 0.0, ¥s: = ¥0.0, &s.: = 80,0 dans la
décomposition pour le cas g, constant en s, . |

Remarque : Ceci semble concorder avec le cas A;, g, ¥, constants dans la
décomposition simple de Yang-Mils (i.e. les équations Yang-Mill-Higgs) :

Sa0Fa, = [dago. Yol

AAolﬁQ =0

En effet, si on met g o nul dans nos trois équations
5Ao,o,go,oFA0,0 = [dAo,oSDO,O» QDO,O] + [dAo,olp0,0a lﬁ0,0]

Ay 0.80.0%0,0 = [[©0,0, Y00l ¥o,0]
Aoo,500%0,0 = [[©0,0, Y00, 0,0l

on trouve :
6A0,0,g0,0FA0,0 = [dAO,()'vl’O,O’ Yol

AAo,o,go,o Yo0=0
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qui est essentiellement Yang-Mills-Higgs (sur £2 et non Y3). La question se pose
néanmoins a savoir si nos trois équations découlent d’une fonctionnelle de Yang-
Mills-Higgs ayant deux champs de Higgs sur X du type

1
SYMH(AO,O’ $0,0, '700,0) = E (6A0,0,g0,0FA0,0a 6A0,0,g0,0FA0,0)g0,0
1
+§ (dAO,Q $0,0, dAo,o QDO,O)go,o
1
+3 (dag,o%0,0, dag o 0,0)g0.0

ou s’il y a un terme de plus avec des crochets de ¢ o et de ¥ o, ou encore quelque
chose comme :

1
SYMH(AO,O, $0,0, ‘/’0,0) = 5(6A0,o,go,o FAo,o’ 6A0,o,go,oFAo,o)g0,o
1
+§(dA0,0(900,0 +10,0), dag o (£0,0 +¥0,0))g00

Bref, a déterminer quand j’aurai le temps.

30.9 Instantons :

Proposition : La décomposition double d’instantons (anti-)auto-duaux %, F, =
+F4 est donnée par :

xeFp =+ (v -6+ [0.])
xg (dalz,, 0 = (AD)) = = = (dgls, v - (A9)
g \dalz e i * \dils, ¥ y
Preuve : Souvenons-nous de la proposition disant que

a=F+yAds+uAndt+v AdsAdt

pour 3,7y, i, v ne contenant ni de ds ni de dr est (anti-)auto-duale xoa = +a si et
seulement si les deux égalité suivantes sont satisfaites :

*g,B = v
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*gy = =(=1)*
Considérons la décomposition double
Fa = Fi+(dgls,, o= (A)) Adst(d gz, 0= (AD)) Ade+ (6 -0+ [, y])dsde

de la courbure F4. En prenant
a=F A

B=F;
y =dilx, ¢~ (AY)
A Zs,t‘p i
p=dgls, ¥ — (AV),
v=y -+ [p,y]
on trouve directement que *oF4 = +F4 si et seulement si :

*gFp =+ (w“’ -+ g, w])

xg (dals., 0 = (A9)g) = = = (dgls.,0 = (A0))
O

Remarque : En tirant les objets a X via t5, : £ < X, I’équation x,F4 = +F, est
vérifiée si et seulement si :

*gs,tFAs,r =+ ( _E,sz) - 902? + [SDS,I, ws,t])

*gs,t (dAs,t Ps,t — (Afvfl))ﬁ) =—& (dAs,thJ - (Agfl?)ﬁ)
Remarque : Le cas ASD x,F4 = —F, donne :

*gs,t FAs,t = (pgfl? - gft) - [QDS,I’ lps,t]

*gs,t (dAs,t‘pS,l - (Agjt))ﬁ) = dAs,tl//s,t - (Agft))ﬁ

est trés exactement les équations usuelles de Salamon.

Remarque : Le cas ASD indépendant du temps As; = Ao.0, @s.r = €0.0,¥s.: = Y00
et gsr = go, est:

*g00FAgo = —[®0.0, ¥0.0]

*g00d40090,0 = dag 0,0
Cette équation décrit quoi ? Le cas similaire en décomposition simple indépendante

du temps était les équations de Bogomol’ny de monopoles magnétiques. Mais cette
décomposition double indépendante du temps c’est quelle équation ?
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30.10 Vérification ASD dans YM :

Proposition : ’équation ASD en décomposition double vérifie I’équation de YM
en décomposition double.

Preuve : On a vu que la décomposition simple de I’équation de YM 64|xF4 =0
est donnée par les trois équations suivantes sur X :

O = 6As,f,gs,t FASJ
—ge, Orge,(day 050 = (AN + [051,da 050 — (AD)y]
_ *gs,t (*gs,t (dAS,,ws,t - (Agft))ﬁ))(t) + [Ws,t, dAs,tlr[/S,t - (Afvft))ﬁ]

0 = Ga (a0 = (AT
+ *gs,t (*gs,; (wgi‘) - ‘1022) + [QDS,I’ ws,l‘]))(t) + [l/’s,h Ei) - (Pgt) + [SOS,Z’ ws,l]]

0 = 5As,z’gs,r (dAs,tlvl’S’t - (Agt))ﬁ)
— gy Okgr () = 0 4 10 s N =[50 = 0 4 [0 10411

On a aussi vu que la décomposition simple de I’équation ASD x,F4 = —F, est
donnée par les deux équations

*gs,tFAs,z = ‘sz) - _E':gt) - [‘Ps,t, lﬁs,l]

xo, (da s = (ALD) = da, s = (AL

sur X. Supposons ces deux dernieres égalités vraies. Vérifions la premicre des trois
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égalités a démontrer :

6Av t-8s, zFA
— kg, (kge, (day, @50 = (AN D 4 [0, da, 000 — (A8))4]

— g, (%go, (da, s = (AN D + [Ws, da, Wss = (AN))4]
= - *gs,t dAs,t *gs,t FAs,t

— gy, (da, Wss = (A + [@grnda,, @ = (AS)]
— g, (2, (da,, 050 = (A + [0y, da, s — (ADD);]
= =g, da, (@) =)~ [pen ¥rse])
— *g (OlAs,zl//s,z—(z‘lfvfz))w)(“)+ (@50 day, @501 = [@sss (A4
+ kg, (dA‘,sost — (A + Wy dag Wsr] = W, <A(’>)ﬁ]
= kg, day, (U) + %, day, (W) +xg, day (050 W]
— g, (da, Ws) + %, (AS)y = [da,, 0o @501 + [(AT))g, 00s]
g, (day, @50 =g, (A = [da, Yo W] + [(AY g s]
= kg, iy (00 + kg, iy (W) + %, [da,, @5 Wsa] + *gq,[sos o da, Wil
— g, da,, (W) =g LA W] = [da,, @5 @] + (AL 03]

g, da, (@) + g (A g, @3] = [da, W Wse] + [<A<’>>ﬁ,wu]
= kg, da,, @so Wsil = [Xg,,da, Wi @51l
[*gg,(A“))ﬁ sl = [da,, @ @il + [(AD) 0]
[*g”(A )ﬁ Gl = [da, Wsps¥s] + [(A )ﬁ,l//sz]
= [k, (day, @5 = (AU s il + [= g, (day s — (A, 044
~[da, Wse = (AN W] = [da,, @50 — (A 040]
=0

La premiere équation de YM doublement décomposée est donc vérifiée par 1’équa-
tion ASD doublement décomposée. Montrons maintenant que la seconde égalité
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de la décomposition double de 1’équation de YM est vérifiée :

S pgss (day, @se = (AL)))

+ X, (*gs,,(wﬁi) - Qogtl? + [@s1s ‘l’s,t]))(t) + [Ysr, g;) - ‘/’Etz) + @505 Usil]
— g, day, Xg,, (da, @50 — (AS)y)

+ kg, , (kg , (= *g,, FAS,I))(Z) + (Yo — *g,, Fa,,l

— g, da,, (da, s = (AUD)y) = %, (K2 (Fa, )@ + [xg,, Fa,, sd]
— Keou disq,%,t + % da,, (Agf,))ﬁ — X (FAs,t)(l) + kg [Fa, Wsil

— g, df‘mws,, + kg, (FASJ)(t) — %, (FASJ)(t) + *gx,zdis,t‘ﬁs,t
0

Montrons enfin que la troisieme égalité a vérifier I'est :

30.11 Conditions au bords pour A;; si A € A}

Sy pgns (i, Wsa = (ADy)

— gy Orge (08 = ) 4 {050 s ) = (0500 = 08) 4 [0 05011
— g, da,, X, (da, Wss = (AD))

— gy (Kgy, (= K, Fa, N = [@510— %g,, Fa,,]

weg A, (da,, @ss = (AD))) + %, (52 Fa, ) = [%g, Fa, ., ¢s]
*gs,tdzxsﬁos,t — *g,,da,, (AE',St))ﬁ + kg, (FAS,I)(S) — kg [Fa,,> Psil

2 2
*gs,z dAs’,()OSJ - *gs,t (FAs,t)(S) + *gs,t (FAs,r)(S) - *gs,tdAS,, Ps,t
0

X.0X °

Plus haut je me suis questionné sur une éventuelle condition au bord (x,Fa)|ax =
0. Regardons cette condition lors de la décomposition de la courbure.

Proposition : La condition au bord (x,Fa)lsx = 0 sur X = Z[0,1] X R se
décompose comme :

dA(),t $o,r = (A(()S,) )ﬁ
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da,,e10 = (Ai‘ft))ﬁ
wéft) - 90((3 + [@o.,¥0,] =0
‘l’gst) - <P§t3 +[e1¥1:] =0
pour tout ¢ € R.
Preuve : La courbure se décompose comme :
Fa = Fi+(dzls, , 0~ (A) Ads+(dgls, o~ (AN Adt+(p O -0+ @, y])dsAdr

En utilisant la proposition sur le Hodge star en double décomposition pour
*g (@), k(@ Ads), kg(a A dt), *g(a A ds A dr) sans ds ni dt, on obtient alors :

* Fy = (kgFj) Ads Adt
—(xgdglz,, 0 = *z(AW)) A dt
+(kgdzls, ¥ — *z(AD)y) A ds
+ g ) — kg0 + kg [0, 0]

ou les termes entre parentheéses sont sans ds ni df. Maintenant, le bord de X =
2 x[0,1] xR est

89X = (Zx {0} xR) U (Ex {1} xR)

ie.lebordestas =0etas = 1.Lacontrainte (x,F4)|gx = 0 implique alors les
deux égalités suivantes :

(*gd/dzs,t‘P - *g(fi(s))ﬁ) =0

(*gl/'(s) — %z + %o, lﬁ]) =0

En y appliquant une fois x; a ces deux dernicres équations, et en les tirant a X,
et X1, il en découle les quatre égalités suivantes

dag, 90, — (AJ)); =0

l'b(()ft) - 90(()2 + [()DO,l‘a wO,t] =0
dAl,t‘/’l,t - (Agsl))ﬁ =0
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’/’g? - SOYZ +[o1¢1,:] =0

pour tout ¢ € R. |

Remarque : Les deux équations

dAo,z ®o,r = (A(()f,))ﬁ

da,,p1 = (Aif,))ﬁ

s’interpretent en disant que pour ¢ fixé, A, est une orbite de jauge par ¢, au
temps s = 0 et s = 1. C’est-a-dire que, pour ¢ fixé, le chemin de connexions Aj;
en Ay est tangent a une G-orbite aux temps s =0 et s = 1.

Proposition : Si F4 = 0 sur un certain domaine en X, alors pour les s,¢ de ce
domaine, on a les quatre égalités suivantes :

Fa,, =0

dAs,[ Ps,t = (Agft))ﬁ

da, s, = (AL

g,st) - Qogz) + [(Ps,t’ l/’s,t] =0

Preuve : Découle directement de la décomposition de la courbure F4 de A :
Fa = Fi+(dgls,, o= (A Adst(d gz, 0= (AD)p) Ade+ (6 -0+ [, y])dsde
O

Rappel : d ¢, = (Agf,))ﬁ et da, Wsr = (AEfZ)ﬁ s’interpretent en disant que la
famille de connexion Ay, est tangente a une Gy-orbite en As.

Remarque : Si A € Ay est d’énergie finie, alors F4 = 0at — *oo. En regardant
les composantes de F4 sous la décomposition X = X X [0, 1] X R, ceci implique
entre autres qu'at — +oo la surface de connexions A;; est une orbite de jauge par
@51 et Y. Ainsi la bande de connexions A, en Ay correspondante a A € ﬂ)_{, ox
a pour conditions aux bords s € {0, 1} et t — +oco d’€tre tangente a des orbites de
jauges (i.e. des Gs-orbites en Ay).
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30.12 Action de Gy sur (A;;, s, ¥sy) ¢

On a vu qu’a une connexion A € Ay correspond un triple (Ay;, @5, ¥s) OU Ay
est une famille de connexions a 2-parametres sur Py et ol ¢y, et ¢, sont des
familles a 2-parametres de sections en ['°(AdPy). En faisant agir A € Gx sur
A € Ay par la gauche A - A ou par la droite A - A on obtient alors des actions par
la gauche A - (As, @51, ¥s,) et par la droite (Ag;, @50, ¥se) - A de Gx sur le triple

(As.ss Ds.ts l//s,z)-

Proposition : Soit A = A + @*ds* + y¥dr¥ selon la décomposition usuelle. Soit
A € Gx. Il lui correspond A% € C>(Px;SU(2)). Alors les actions a gauche
A-A=(A"1)*Aetadroite A- A = A*A se décomposent comme :

A-A = AdpA - (dlp, 2 (25!
+ (Ad/w(pﬁ _ (/ﬂi)(S) (/ﬂi)—l) dsﬁ + (Ad/lﬂl//ﬁ _ (/ﬂi)(t) (/lﬁ)_l) dtﬁ

AN = Adgy A+ ()7 (d]py, 2
+ (Ad(,}ﬁ)—l‘pﬁ + (/Ui)—l(,vi)(s)) ds¥ + (Ad(m—lwﬁ " (ﬂﬁ)—l(ﬂﬁ)(t)) it

Preuve : Souvenons-nous que A-A = (A™1)*A = Ad 4A - (dAHAH ! ouici d
est d|p,. Développons :

A-A (A1) A

= AdpA - (d]peh)(aH)!

= Ady(A+¢'dst +yhdrf) — (d]py, %) (1)
_(/ﬂi)(S) (/lﬁ)_ldsﬁ _ (/ﬁi)(t) (/lﬁ)_ldtﬁ

= AdpA +Adyetdst + Adytdet — (dlp,, 49 (157!
_(/ﬂi)(S) (/ﬂi)—ldsﬁ _ (/ﬁi)(t) (/ﬂi)—ldtﬁ

= AdyA - (d|p, AH (1)

#(Adug? = OO+ (A - (YO (2! o

De la méme maniere, on trouve la formule pour I’action a droite A - A. ]
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Corollaire : Les actions a gauche et a droite de A € Gx surle triple (As.s, @515 ¥s.t)
sont données par :

A (Asts @sisWs) = (Nga - s Ay, 50 — A A5E Ada, 0y — 2825

s,t 78,

s,

(Ax.t’ Ps.ts ws,t) A= (As,t : As,t’ Ad,z;i Psr + /l l/l(S) Ad/l;} lﬁs,z + /1;}/15??)

ou Ay ; est la famille a 2-parametres de transformations de jauge de Py correspon-
dant a la famille A, := (/lg’,)ﬁ ol /lg’, = (Lg’,)*/lﬁ.

Remarque : On a vu plus haut que Gx envoie Ay, en lui-mé€me et, de méme, envoie
ﬂX ax o1 lui-méme. Donnons-nous une connexion A € Ay X.0X . Alors Fulgx =0
et hrn,_>+OO F4 =0.Soit A;, labande en Ay, correspondante aA. Alors, Fa,, =0
pour s = 0, pour s = 1 et pour t — +oo. C’est-a-dire, Ay; € .7( pour s = 0, pour
s = 1 et pour t — +o0. De plus, pour s =0, s =1ett — +oo, la bande A est,
pour s fixé, tangente a des G -orbites en Ay. De méme, a r — +oo c’est tangent a
des Gs-orbites. Et aussi Gx agit sur A, de la méme maniere que le ferait G (plus
précisément A, a 2-parametres). Ainsi, I’action de Gx sur la bande u(s,t) := Ay,
laisse les points du bords (s = 0, s = 1 et t — +00) sur les mémes orbites. Tout
va bien. TO DO : Maintenant je dois avoir conditions aux bords lagrangiennes (et
non que Al 5)-
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31 Théorie de Chern-Simons :

31.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir les résultats principaux relié€s a la fonctionnelle
de Chern-Simons.

A FAIRE :
-considérer le cas Y3 = X*.
-considérer le cas Y3 = X2.

-considérer le cas a "coins" X* = Y3 et 9Y3 = X2...

31.2 Fonctionnelle de Chern-Simons :

Soit SU(2) — Py — Y un SU(2)-fibré principal trivial sur une 3-variété Y3
orientable. Soit s, une section trivialisante globale de Py.

Définition : La fonctionnelle de Chern-Simons est définie en tout A € Ay par
4
Scs(Aa) = /Tr (2Aa(/\a o)dA, + gAa(/\, 0)Aq (A, 0)Aq
Y
o A, = st A € Q(Y; su(2)).

Remarque : Oui! la fonctionnelle de Chern-Simons dépend d’un choix de s,
(mais pas trop car ne dépend que de la classe d’homotopie de s,. TO DO !!!).

Remarque : J'utilise des coeflicients 2 et 4/3 au lieu de 1 et 2/3 a des fins de
normalisations pour relier le gradient de Chern-Simons aux instantons.

Remarque : Ici la composition o des (A, o) est la loi de composition de matrices
complexes 2 X 2 en su(2).
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Remarque : Pour alléger la notation, j’écrirai A au lieu de (A, o) dans la fonc-
tionnelle de Chern-Simons, i.e. j’écrirai plus simplement :

4
Scs(Ag) = / Tr (2Aa AdAg + 3 A0 A Ag A Ag
Y

Remarque : Pour &, &, € su(2),onaTr(é0&) = %fTr(adg1 oadg,) = }‘K(fl,fz)
ou K : su(2) x su(2) — R est la forme de Killing.

Remarque : Du fait que Tr(&) o &) = Tr(&; o £1), on peut permuter plein de
termes dans la fonctionnelle de Cherns-Simons.

Rappel : Pour ay,a; € Ql (Y;AdPy) ona [Cl] A 012] = (/\, o)a'2 + az(/\, O)Q].

Rappel : (Fi)o = dAy + 3[Aq A Ag] = dAg + Ag(A, 0)A,.

31.3 Différentielle de la fonctionnelle de Chern-Simons :

Proposition : La différentielle de la fonctionnelle de Chern-Simons est donnée
par :

Scs V)4 (xh) = dScs|a(7F) = —/FA AT — 2/ Tr (Ae A 7o)
Y Yy

pour tout A € Ay et e Ty Ay.
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Preuve : Souvenons-nous que k¥ = —K ot K est la forme de Killing qui vérifie
K(&1,&) = Tr(adg oadg,) = 4Tr(€10&), Vé1&> € su(2). On calcule directement :

ScsVla(r?

d
d / Tr (2(Ay + 574) A d(Ag + 574))
ds s=0JY

d 4
/Tr (g(A(, +5Ty) A (Ag +574) A (Ag + 5T4)
s=0JY

+_
ds

= Z/TI‘(TQ/\dAa+Aa/\dTa)
Y
4
+§/Tr(ra/\Aa/\A(,+AQATQAAQ+AQ/\Aa/\ra)
Y
= Z/Tr(dAa/\Ta+Aa,/\dTa)
Y
4
+§/T1‘(Aa/\Aa/\Ta+Aw/\A(,/\T(,+Aa/\Aa/\Ta)
Y
= /TI‘(ZdAQ/\Ta+2Aa/\dTa+4Aa,/\Aa,/\Ta,)

Y

= /Tr (4(dAg + Ay AN Ay) ATo +2A4 ANdTy —2dA, A Ty)
Y

= 4/T1‘((FA)Q,/\TQ,)—Z/Tl‘(dAa/\Ta—Aa/\dTa)
Y Y

= —/FA/\KT—Z/dTr(A(,/\TQ)
Y Y

= —/FA/\KT—Z/ Tr (Ag A 7o)
Y oY

O

Corollaire : SiY est sans bord, les points critiques de la fonctionnelle de Chern-
Simons sont les connexions plates sur Y, i.e. crit(Scs) = ﬂg.
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Preuve : Donnons a Y une métrique riemannienne auxiliaire g. Souvenons-nous
2 _ nk+k o _ 3k+k _ L9y = .
que x, = (=1)"""s, = (=1) = 1. Alors, si dY = 0, on trouve :

ScsPla(rh = —/FA AT
Y

= —/TAKFA
Y

= —‘/‘T/\K*EFA
Y

= —(7, *gFA)g,K

Puisque c’est vrai pour 7 quelconque, il suit que les points critiques de Scs
sont les connexions A € Ay telles que x,F4 = 0, i.e. telles que Fy = 0. D’ou
crit(Scs) = ﬂg O

Proposition : Si Y est sans bord, le gradient VScs € X(Ay) de la fonctionnelle
de Cherns-Simons Scs est donné en chaque A € Ay par :

(VScs)|a=— *ﬁ, Ff,
Preuve : Supposons Y sans bord. Pour tout 7¥, on calcule :

dScsla(t?) ScsVa(t?)
—(7,%gFa)g.x

(= *g Fa, T
((VScsla)g Tgx

D’ou (VSCS|A)ﬁ = — kg Fy, ie. VScsla = —(*gFA)’i = - *2, Fﬁ ou *2,() =

(xg (- )P, O

31.4 Hessien de la fonctionnelle de Chern-Simons :

Proposition : Le hessien de la fonctionnelle de Chern-Simons est donné en tout
A€ Ay et Tf,rg € Ty Ay par:
1
Scs(z)lA(Tf,Tg) = HscslA(Tf,Tg) = _/(dATl) AT+ 5/ 1 A1)
Y Y

528



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Preuve : On calcule directement :

CS(2)|A(Tf,T§)

d
- (1 #

a|_, 5es | poset (72)
o o, d
= _as P FA+sTﬂ/\ T — aé ooy Tr((Aa+s(Tl)a)/\(72)a)

I,

- -4 /(FA+sdAn+ Lo ln An]) A T2—2/ Tr (1) A (12)0)

ds =0 2 ay

1
—/(dATl)/\KT2+—/ 1 /\KT2
Y 2 Joy

Remarque : Le second terme /6Y 71 A" 15 dans le hessien H est tres exactement

O

la forme symplectique sur Ay ou T2 = 9Y3.
Proposition : SiY est sans bord, I’opérateur hessien FISCS eI (T*"Ay  T* Ay)
est donné en chaque A € Ay et en chaque 7% € Ty Ay par :
I:ISCS |A(Tﬁ) = - *g dATﬁ
Preuve : Supposons Y sans bord. Souvenons-nous que *2 = (—1)""”‘ =

(—=1)3+k = 1. Pour Tﬁ 4 quelconques en T4 Ay, on calcule alors directement :

D
((HSCslA(Tl))ﬂa TZ)g,K = HScslA(Tlng)
= _/(dATl) A1
Y
= _/(dATl) A *aT)
Y
= —(daTi, *¢T2)gx
= —(*edaT1, T2) gk
D0l (Hisesla(Th)s = — % daT, ive. Hsegla(th) = — x dA7t, O

Remarque : Il pourrait étre une bonne idée d’écrire cette notation alternative :
fy = _ At
SCS |A (T ) d

HScs'A(T) = *g dAT
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31.5 Dérivée troisieme de Scs :

Proposition : La dérivée troisieme de la fonctionnelle de Chern-Simons est donnée

#

en A € Ay et Tf,Tz,Tg € Ty Ay par:

SesVa(ef b == [[maninn
Y

Preuve : On calcule directement :

ST I N 2 4t
S&Mm@@)—am&wmﬁnw
d d 1
= - — d N+ —| = A*
ds |, /Y( arst N TG S /ay AT
d
= - — /(dAT2+S[T1/\T2]) N 13
dS SZO Y
= —/[Tl AT] A 13
Y
O
Corollaire : Scs™® =0, Vk > 4.
Preuve : Découle du fait que Scs® est indépendant de A € Ay. O
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31.6 Résumé des dérivées de Scg :

En résumé, les dérivées k-ieémes de la fonctionnelle de Chern-Simons sont données
par:

4
Scs(Ag) = / Tr (2Aa AdAg + 2 Ay A Ay A A(,)
Y

Scs(l)lA(Tﬁ):dSCSM(Tﬁ):_/FA /\KT—Z/ Tr (Ay A Tp)
Y oYy

1
Scs(z)lA(Tf,Tg) = HScs|A(Tf’T§) = —/(dATl) N+ 5/ AT
Y aYy
SCS(3)|A(Tf,T§,T§) = —/[TI AT] A 13
Y

Ses® =0,vk > 4

31.7 Comportement de Scs sous I’action de Gy :

Proposition : Pour A € Ay etv € QO(Y; AdPy) quelconques, on a :

dScs|a (—daw) = =2 / Tr(Ay A dug)
)4

Preuve : D’abord :

d

Scs (AN
5 cs(A™)

t=0
d
= dS —| AN
csla (dt . )
= dScsla(=dav)
= —/FA A (=dav) —2/ Tr (Ag A (—dav)e)
Y Y
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Regardons d’abord le premier terme :

—/YFA A (=dpv)
4 /Y Te((Fa)a A (—dav)a)

—4/Tr((dAa + Ay A Ag) A (dug + [Ag, Ug]))
Y

—4/Tr(dAa ANdug + Ay ANAg Adug +dAg A [Ag, Ug] +Ag A Ay A [Ag,Ua])
Y

—4/Tr(dAa ANdugy, + Ay ANAg ANdug +dAL A Ay Ay,
Y

—dAG AU ANAG+ AL ANAG ANAG AU — Ag AN Ay ANUg A Ay)

—4/Tr(dAa ANdug, + Ay ANAg ANdug +dAL A Ay Ay,
Y

—dAG AU ANAG+ AL NAG ANAG AU — Ag ANAg A Ay A Ug)

—4/Tr(dAa/\dva+Aa/\Aa/\dva+dAa/\Aa/\va—Aa/\dAa/\va)
Y

= /Tr(—4dA,1 ANdu, —4A, AN Ay ANdugy —4dAg A Ay Aug +4A, ANdAG A uy)
Y
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Développons le second terme :
—2/ Tr (Ag A (—dav)e)
aY
= 2/ Tr (Aq A (dug + [Ag, val))
Y
= 2/ Tr(Ay Adug + Ay A [Ag, Ua])
Y
= 2/ Tr(Ag Adug + Ag A Ay AUg — Ag Aug A Ay)
Y
= Z/dTr(Aa ANdug +2A, A Ay Aug)
Y
= Z/Tr (dAg Adug +2dAg A Ay Aug — 24, Ad(Ag Avy))
Y

= Z/Tr(dAa/\dua+2dAa/\Aa/\ua—zAa/\dAa/\ua+2Aa/\Aa/\dua)
Y

/Tr (2dA, Aduy +4dAg A Ay ANug —4A, ANdAG Aug +4A4 A Ay A duy)
Y

On trouve alors :

—/FA A€ (=dav) — 2/ Tr (Ag A (=dav)e)
v oy

/Tr(—4dAa ANduy, —4A, AN Ay ANduy —4dA A Ag Aug +4A, ANdAL A vy)
Y

+/Tr (2dAg Aduy +4dAG AN Ay Aug —4A ANdAG Aug +4A, A Ag A duy)
Y

/ Tr(-2dA, A duy)
Y

-2 / Tr(dAq A dug)
Y

—2/dTr(Aa A dugy)
Y

—2/ Tr(Aq A duy)
oY
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Remarque : Soit A € Ay. Soit A; un groupe de transformations de jauges a
I-parametre. Soit Y := %‘ OA, € ®. Il lui correspond v* = A(Y) de maniére
1=l

indépendante de A. On sait qu’infinitésimalement, les actions a gauche A;- A =
(A71)*A et a droite A - A, = A*A sont données par :

d

dr

d
(A-A) = —d*F et = (A-A) =d*f
=0 dr |,

La derniere proposition implique donc que les transformations de jauge infinitési-
males ne laissent pas forcément Scg inchangée. Néanmoins, si dY = 0, alors les
transformations de jauge infinitésimales laissent inchangée Scs.

Proposition : Si 9Y = (), les transformations de jauge infinitésimales laissent
inchangée Scs.

Preuve : (premiere preuve :) découle de la formule
dScs|a(—dav) = —2/ Tr(Ay Aduy) =0
Y

de la derniere proposition ou I’on prend 9Y = 0. O

Preuve : (preuve alternative :) D’abord :

d d

—|  Scs(A;-A)=dS —
i), cs(A;-A) CS|A(dt

(As 'A)) = dScs|a(-dav) = _/FA/\K(_dAU)
=0 Y

ou, par I’identité de Bianchi d4 F4 =0, 0on a:

/ Fa Nv
aY

/d(FA A v)

Y

/(dAFA A< v+ Fy AK dAU)
Y

/Y(FA A< dav)

0
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Proposition : Si v est une transformation de jauge infinitésimale nulle sur 9Y,
alors Scg est laissée inchangée.

Preuve : Pour v nulle sur 9Y,on a:

dScs|a(=dav)

—2/Tr(dAg A dug)
Y

-2 / dTr(dA, A vo)
Y

—2/ Tr(dAy A vg)
Y
=0
]
Remarque : 1l semble donc que I’affirmation « Scs est laissée inchangée par les
transformations de jauges infinitésimales » n’est vraie que pour le cas particulier

dY = 0 et pour le cas particulier v|gy = 0.

Remarque : La dernic¢re remarque est aussi soulignée a la p.338 de C. M. Herald
(1994, Legendrian cobordism...)

31.8 Flot de Chern-Simons :

On a vu plus haut que pour Y sans bord le gradient VScs € X(Ay) de la fonction-
nelle de Chern-Simons est donné en tout A € T4 Ay par :

__ bt
(VScs)la, = = *g, F)
L’équation des courbes gradient A; ascendantes/descendantes est donc :
M _ £ 8 b
Al =F kg, F A,
Cette équation peut €tre vue sur Y au lieu de sur Py :

(At(t))ﬁ =+ *gt FAr
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Proposition : L’'équation de courbes gradient ascendantes (resp. descendantes) de
la fonctionnelle de Chern-Simons pour Y sans bord est (presque..) égale al’équation
de décomposition simple d’instantons anti-auto-duaux (resp. auto-duaux) sur X* =
Y3 xR

Preuve : Souvenons-nous que I’équation de décomposition simple d’instantons
(anti-)auto-duaux sur X* = Y3 x R est donnée par:

*gFA =+, *gtFAt == (dA,l//z - (At(t))ﬂ)

Ceci est a comparer avec 1’équation de courbes gradient ascendantes/descendantes
de la fonctionnelle de Chern-Simons (pour le cas 9Y = () vue sur Y :

(At(l))ﬁ =+ *gt FAz

Ainsi, dans le cas d4,¢; = 0 on voit que les courbes gradient ascendantes corres-
pondent a des instantons auto-duaux et les courbes gradient descendantes corres-
pondent a des instantons anti-auto-duaux. En particulier, ¢, peut étre tué en consi-
dérant une section trivialisante s, de Py en jauge temporelle (i.e. Y, = SZI//ﬁ =0).
O

Remarque : Les deux équations sont presque pareilles, a d4,y; pres. Elles sont
égales quand on se met en jauge temporelle ¢y, = 0. Remarquons que du,y;
correspond a une isotopie de jauge infinitésimale de A, et donc en « modulo
transformation de jauge » ¢a devrait disparaitre. Donc il semble que 1’on est pas
obligé de se mettre en jauge temporelle.

Remarque : Il y a plusieurs manieres de faire de I’homologie de Floer d’ins-
tantons : soit via +VScs (qui fait diminuer y et augmenter v et dont les courbes
gradient ascendantes sont des instantons auto-duaux) soit via —VScs (qui fait
augmenter p et diminuer v et dont les courbes gradient descendantes sont des ins-
tantons anti-auto-duaux). Bref, il faut savoir ce que la différentielle du complexe
dénombre (des AD ou des ASD) pour savoir si la différentielle fait augmenter
I’indice (relatif) ou la fait diminuer.

Question : Peut-on modifier Chern-Simons pour avoir i dans le gradient V.Scg ?
Une sorte de Chern-Simons-Higgs ?
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319 LienCSet YM:

Proposition : Soit SU(2) < Py - X* trivial tel que Y = 0X (et donc 8Y = 0).
Soit A € Ax. Soit s, une section trivialisante de X. Considérons I’inclusion
t : Y — X ainsi que I'inclusion de fibrés & Py — Px correspondante. Soit
A = (Lﬁ)*A € Ay. Soit §, la section trivialisante de Py correspondante a la
restriction de s, a X. On peut alors considérer SCS(A(,). Alors :

- 1
Scs(Aq) = ) / Fa N Fy
X
Preuve : Calcul direct :

Scs(Aq)

= /Tr (2Aa AdA, +
Y

= / (" Tr (ZA(X ANdA, + L—LAC, ANAy A Aa)
ax 3

Ay A A, /\Aa)

IS

= / dTr (2Aa AdA, + %Aa AAg A AQ)
X
4 4 4
= Tr(2dA, A dA, + gdAa ANAg ANAy — gAa ANdA, A Ay + §Aa ANAq ANdA,
X
4 4 4
= Tr(2dA, A dA, + gdA(, ANAg ANAgy + gdA(, ANAg ANAgy + gdAa ANAg A Ay
X
= / Tr (2dA, AdA, +4dA, A Ay A Ay)
X
= 2/Tr(dAa A(dAg+ A ANAy) + Ay ANAy ANdAL)
X
= Z/Tr(dAa AN(Fp)g+Ag NAG ANdAL + Ay ANAG AN Ay A Ay)
X
= 2 [ Ty A (Fada+ (Ag A 40) A (Fa))
X

= Z/XTI((FA)Q/\(FA)a)

1
= —= [ FAAN‘F
5 | FantEa
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ou j’ai fait apparaitre un terme A, A Ay A Ay A A, qui est un terme nul car en
faisant commuter la 1-forme A, et la 3-forme A, A Ay A Ay il y a un signe « — »
qui apparait :

Tr(Ag AAg AAg A Ag) = —Tr(Ag ANAg A Ay A Ay)

O

Corollaire : Si A € 5"{3—}, i.e. est AD ou ASD, alors sous les mémes conditions
que la derniere proposition, on a

Scs(Aq) = FSym(A)
Preuve : Si A est AD/ASD, on trouve directement :
~ 1 B 1 B _
Scs(AQ):—— FoaN Fqp=F= Fa N *gFA:+SYM(A)
2 Jx 2 Jx
O

Proposition : La décomposition simple de la courbure F4 sur X = Y XR implique

/FA A< Fa :2/(/FAt A< (dAtlﬁ,—(At(t))ﬁ)) dr
X R Y

Preuve : La décomposition simple de la courbure sur X =Y X R est :

Fa=Fi+(dzp — (AD)) A dr € Q*(X; AdPy)
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On peut alors explicitement calculer fX Fa NCFy

/FA /\KFA
X

/X (FA +(dgy = (AD)) A dt) AK (FA +(dgp — (AD),) A dt)
+/X ((dw — (A A dt) N F;

"'/X ((dﬂﬂ — (AD)y) A dt) A¥ ((dAl// — (AD)y) A dt)
= /XFA A ((dgw — (AD)y) /\dt) +/X((dw — (AD)y) Adt) A F
= /F,; A ((d/;tﬂ — (AD)) A dt) + / Fi A ((dw — (AD),) A dt)
X X

= 2/YXR F; A¥ ((dw — (AD)y) /\dt)

— AR (At — (A
Z/R(‘/YIFA/\ (dzy — (A )ﬁ))dz
> /R ( /Y Fa, A (da s - (AM)) i

ou F; A® F; est nul car est une 4-forme ne contenant aucun dz et ou

(g = (AD)) A dr) A% ((dgu = (X)) Adr) =0
car contient deux dz. O

Corollaire: Si X =Y x [0,1] ona:
Scs((A1)a)=Scs((Ao)e) = — / FANFp = -2 /[0 ; ( / Fa, A (dar — (A | s
X A Y

ouApetA;sontA;ent=0etr=1.
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31.10 1-forme Fcs de Chern-Simons :

Définition : La [-forme de Chern-Simons Fcs € Q!(Ay) est définie en tout
A € Ay sur tout e Ty Ay par :

Fesla(h) == [ Fantr=4 [ TP Ar)

Y Y
Remarque : Cette 1-forme se trouve par exemple en (1994, Salamon, Lagr.
Intersect.).

Rappel : Sur Ay repose une forme symplectique

o (T?,Tg) = /T1 A<y
)
qu’on peut aussi écrire plus simplement comme @& (7y, 72).

Proposition : En dénotant par @ la forme symplectique sur As pour £ = Y, la
différentielle extérieure de la 1-forme Fcs sur Ay est donnée en tout A € Ay et

T?, Tg € Ty Ay par

(dFcs)|a(th, 7F) = =& ((11lav), (r2lar))

g

Preuve : Soient A € Ay et 7,7

2
tangents Tf et Tg s’étendent a des champs vectoriels constants &1, &, € X(Ay) qui

commutent mutuellement, i.e. [£1,&2] = 0. En utilisant la formule magique de

€ T4Ay quelconques. Les deux vecteurs
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Cartan, on trouve :

(dFcs)la(rh.7h) = (@Fcs)la(é1.6)
= (&1 (Fes(é2)) la — (&2 (Fes)) la — Fesla([ér, €2])
= (&1 (Fes(é2)) |a — (&2 (Fcs)) |a

d / d
- — F s AT+ — F ¢ A1
ds ) A+sT] ds w0 Jy A+sTy

= —/dAﬁ AKT2+/dAT2AKT1
Y Y

= —/(dATl A T — 11 Adam2)
Y

= —/d(n )
Y

= —/ I N 1)
oy

= -0 ((11lay), (n2lav))

O

Remarque : Si 9Y = 0, la 1-forme Fcg est fermée. Puisque Ay est affine (donc
simplement connexe), Fcs est exacte. En particulier, Fcs = dScs. En effet, dans le
cas dY = 0, on avait calculé€ :

dScs|a(th) =—/FA AT
Y

Ce qui est précisément Fes|a(Th).
Remarque : Si 0Y # 0, Fcs n’est pas fermée.

Proposition : Fcg est Gy-invariante (pour ’action de Gy sur Ay par la gauche et
par celle par la droite).

Preuve : Il suffit de vérifier pour I’action a gauche. Dénotons la Gy-action de

groupe a gauche par ¥ : Gy — Diff (Ay). Elle est donnée par W5(A) := A-A =
(A~1)*A pour tout A € Ay et A € Gy. D’abord, remarquons que le push-forward

541



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

(WA)«la : TAAy — Tp. 4 Ay est donné pour tout e TpAy par :

d
(Fa)la(rh) = | Wa(A+s7h)
Sls=0

d (A" (A +s7h

s=0

ds
= (A7)
= Ady ot

k
p,hor

comme A*n* = p(1¥)~onf sous les transformations de jauge. On peut alors étudier
le pull-back de Fcs par Wx. Soient A € Ay, e ToAy et A € Gy quelconques.
En utilisant le fait que Fa.4 = Ad, o Fy4 et le fait que la forme de Killing K est
Ad-invariante, on calcule directement :

ol jai utilisé le fait que les formes basiques 7f € QF  (P;V) se transforment

Fos|wy () ((Pa)sth
= _/F‘PA(A) A* (Ady o 1)
Y

((PA)*Fes)|a(h)

_ _/Y(Ad/l o Fa) A (Ady 0 7)

= —/FA/\KT
Y

= Fesla(th

O

Proposition : g est infinitésimalement Gy-invariante (pour 1’action de Gy sur
Ay par la gauche et par celle par la droite).

Preuve : Il suffit de montrer I’invariance infinitésimale par I’action a gauche de
Gy sur Ay. Pour montrer que cs est Gy-invariante, il suffit de montrer que ¥cs
meurt sous 1’action infinitésimale par ®y = Lie(Gy). Soit Y € Gy quelconque.
Soit Y* € X(Ay) son champ vectoriel fondamental correspondant donné en chaque
A e Aypar Y|, = —d4vfou vt = A(Y) € di nor (P 8). On veut alors montrer
que Ly-Fcs = 0 en chaque A € Ay. Pour cela, utilisons la formule magique de

Cartan ainsi que la formule K([£1, &2],&3) = K(&1, [£2,83]),VE€1,&2,&3 € g. On
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calcule directement pour e Ty Ay quelconque :

(Ly-Fes)la(th
=ty (dFcs)la + tpd(ey-Fes)la
= —tty @+t (d(Fes(Y)))|a

d
/(dAU) /\KT+ d_ /FA+STn /\K (dA+STﬁU)
h N s=0 JY

/ay(dAU) AT+ /YdAT A (dpv) + ./YFA A [T, v]
/Yd((dAv) ACT) + /Y(dAv) ANdyt — /YFA A v, ]

/Y((dA)ZU) /\KT—/Y(dAU) AX dAT+/Y(dAU) A¥ dAT—/Y[FA,U] AC T

/Y[FA,U] /\KT—/Y[FA,U] NeT

0

O

Remarque : Ici je fais la distinction entre Gy-invariance et Gy-invariance in-
finitésimale car Gy n’est généralement pas connexe. Néanmoins, Gy-invariance
implique Gy-invariance infinitésimale.

Proposition : Pour tout A € Ay ettout Y € Gy Fcsona:

Fesla(Y7a) = / Fys A¥vu  (pour I'action i gauche)
oy

Fesla(Ya) = —/ Fa Nv (pour I’action a droite)
Y

Preuve : Il suffit de vérifier pour I’action a gauche de Gy sur Ay. Soit Y* :=
(W.)].(Y) € X(Ay) le champ vectoriel fondamental correspondant 2 Y € Gy.
11 est donné en chaque A € Ay par Y*|4 = —d*v* pour v¥ = A(Y). En utilisant
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I’identité de Bianchi, on calcule directement :

—/FA AK (—dAU)
Y

/FA/\KdAU+O
Y

/FA /\KdAU+/(dAFA) ANv
Y Y

/d(FA AN v)

Y

/ F4 ANv
oY

Remarque : Si on se limite aux transformations de jauge infinit€simales nulles
sur 9Py, i.e. telles que v|gy = 0, alors Fcs|a(Y*|4) = 0. Ainsi, Fcs tue ’action
infinitésimale de la sous-algebre des Y nuls sur d Py. Pour cette sous-algebre, Fcs
est donc horizontale (car tue les vecteurs verticaux).

Fesla(Y4)

O

Remarque : Salamon (1994) dit que Fcs est horizontale pour la Gy-action sur
Ay. Pourtant, par la derniére remarque ¢a ne semble pas toujours le cas. Bref,
pourquoi Salamon dit-il cela ?

Remarque : Ces derniere remarques par rapport au fait que Fcs ne semble
pas horizontale pour la Gy-action sur Ay quand Y est a bord sont reliées aux
remarques que j’ai fait plus haut quand on regardait si Scs est Gy-invariante ou
non en calculant dScs|4(—dav). Encore une fois, Herald (1994) dit que dans le
cas a bord Scs n’est pas Gy-invariante (méme pas Z-équivariante !).

fl

gy» Jcs est aussi

Remarque : Si on se limite aux A € Ay tels que Algp, € A
horizontale relativement a la Gy-action sur Ay.

Remarque : Le fait d’étre horizontal et Gy-invariant fait de ¥cs, sous 1’'une

des deux dernieres conditions qui précedent, une forme basique qui descend au
quotient My = Ay /Gy.
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Notation : Soit £ C Ay une sous-variété lagrangienne. Soit
Cﬂy,ﬁ = {A e Ay : Alapy S L} Cc Ay

Proposition : Alors Fcs restreinte a Ay , est fermée.

Preuve : Soient A € Ay et Tf , T§ € Ty Ay r. Alors :
(dFcs)a(tf. 75) = @ ((r1ay). (12loy)) = 0

ou la derniere égalité découle du fait que Tf lop, et Tg lap, reposent en Ty, Py L ou
L C Ay est lagrangienne. m]

Proposition : Méme si Ay , pas simplement connexe, Fcs y est fermée donc est
S'-exacte, i.e. Fos = dScs pour Scs une fonction sur Ay , a valeurs en le cercle.
(genre).

Preuve : La 1-forme Fcs est donnée par :

Fosla(th) = —/FA AT
Y

La différentielle dScs est donnée par :

dSCSlA(Tﬁ):_/FA /\KT—Z/ Tr (Ag A Ta)

Y oY

A TERMINER !'!! TO DO. O

Remarque : Salamon utilise une autre fonctionnelle de Chern-Simons du type :

1
S(Aq) = /YTr(Aa NdA, + %Aa NAy NAg) + -/0 /ZTr((Ao(t))a A (Ag(1))q)dt

ou Ay est sur un morceau X X [0, 1] qu’il colle au bout de £ = 9Y, bref une sorte
d’extension de Y.

Proposition : crit(Scs) est en bijection avec Ly N L ou Ly := Ly/Gs, Ly =
{Alx : A € ﬂg} C Sﬂg C As et L = L/Gys sont quotient par Gs (reposent en
Msy).
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Proposition : Ay , pas simplement connexe.

Preuve : TO DO. (en fait c’est selon son cas particulier, voir son article Salamon-
1994) O

A la 1-forme Fcs correspond un champ vectoriel A +— — *o Fp sur Ay. Cest
la musicalité via (-, - ) ? La musicalité est donc juste le x, ? Et si ¥ n’est pas
fermée ?

Voir Y = 90X, puis X =Y X R, puis X = 97, etc. Relier CS et YM.
a faire : CS sous changement de jauge (et m.q. que c’est constant par chang. de

jauge infinitésimale, i.e. que la dérivée par variation dans la direction des orbites
de Gy est nul).
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32 Décomposition simple de Chern-Simons :

32.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir une décomposition simple de la fonctionnelle de
Chern-Simons pour Y3 =32x[0, 1]. A terme, le but sera d’établir la fonctionnelle
de Chern-Simons comme étant la fonctionnelle d’Hamilton-Jacobi sur I’espace
des chemins A : [0,1] — (Ayx,w) pour un certain hamiltonien non autonome
H sur Ay a déterminer.

32.2 Lelieu:

Soit (Y3, g) une 3-variété lisse riemannienne orientable ol ¥ = X x [0, 1] est muni
d’un SU(2)-fibré principal (forcément trivial) 7y : Py — Y qui se décompose
comme Py = Py X [0,1] ou 7y : Py — X est un SU(2)-fibré principal trivial.
Posons

Yo :=XXx{s} et Py, :=PxXx{s}

pour tout s € [0, 1]. Considérons les familles d’inclusions

ly: 2 —>Y Lg:PZ;)Py

définies par ¢;(x) = (x,s) pourx € Z, s € [0,1] et Lg(a) = (a,s) pour a € Py et
s € [0, 1]. Elles vérifient

(2) =%, et d(Py)=Ps,

Considérons s, y une section (globale) du fibré Py . Elle induit une section (globale)
Sqy du fibré Py par s,y (x,s) 1= (sq.x(x), s) pour tout (x, s) €Y.

Proposition : Pour tout s € [0, 1], on a deux diagrammes qui commutent :
dog o=
s aX = Sa,y ©ls

#

Ly Oty = Ty O Ly
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Preuve : D’abord la premicre égalité. Soit x € X quelconque. Alors

F(5a2(x) = (Sa5(x),5) = Say (X, 8) = S0y (15(x))

Ensuite la seconde égalité. Soit a € Py quelconque. Alors

(s (a)) = (nx(a), s) = my(a, ) = my(15(a))

O

Supposons que la métrique g sur ¥ se décompose comme g = g + ds ® ds de telle
sorte que gy, soit une métrique riemannienne pour X. Posons g, := (¢5)*g, c’est
une famille de métriques riemanniennnes sur X.

32.3 Un champ vectoriel sur Y et un sur Py :

Posons
0 := (ds)® € X(Y)

st = nys =son € CP(Py;R)

Posons af € X(Py) défini comme
01 (suy) -2 = (Pg)e(50.7):(05)

Remarque : aﬁ est indépendant du s, 5 choisi.
Proposition : (ﬂy),,ﬁf = 0.

Preuve : Soit a € Py quelconque. Alors il existe x € Y et g € G tel que
a=(Sqy(x))-g. Ainsi:

() (B510) = (9)e(0F |0y o)

= (ﬂY)*(q)g)*(Sa,Y)*(as)
= (my o @g 0 54y):0s

= (7y © Sq,y)«0s

= (idy).0s

= 9,
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Corollaire : dsﬁ(asﬁ) =1.

Preuve : ds#(8!) = (dr}s)(8F) = (x,(ds)) (8%) = ds((nry).0)) = ds(8,) = 1. O

32.4 Décomposition des connexions :

Soit A € Ay une connexion quelconque sur Py. On pose
of = A9D)
A=A- goﬁdsﬁ
Ainsi, la connexion A se décompose comme
A=A+ <,0ﬁdsﬁ
Proposition : ¢ est Ad-équivariante.
Preuve : Découle de la Ad-équivariance de A et de la G-invariance de aﬁ*. O
Proposition : A(ﬁf) =0.
Preuve : A(9) = A(8") — ofds#(87) = o — o = 0. O
Posons
Ay = (1A € Ap,
ok = ()¢

Ici, A estune famille de connexions sur X et ¢ := (gog)ﬁ est une famille de sections
en ' (AdPy).

Remarque : Sous la décomposition qui précede, il y a donc une correspondence
biunivoque

Ay & {ia:[0,1] - Ag xI'(AdPyg)}
ou i(s) = (u(s),¢s) pour u(s) = A;. Remarquons que cette décomposition est
indépendante du choix de section s, sur .
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32.5 Forme de courbure :

La forme de courbure de A € Ay est par définition Fﬁ := d?A. Sous la dé-

composition A = A + @*ds*, bien que A ne soit pas une forme de connexion
sur Py, elle en est une sur chaque tranche Py . On peut alors lui associer une

2-forme Ffi € Qi d,hor(Y ;su(2)) telle que sa restriction a chaque Py, est la forme

de courbure de A sur Py, :

De méme, on peut définir la dérivée covariante extérieure d* tranche par tranche :
A — J4Alp
d (')lP}:S =d ZS('|st)

Soit AG") 1a dérivée de A dans la direction [0, 1] de Py = Ps x [0, 1]. Jécrirai
plus simplement A®) sans le diese.

2
Ad,hor

Alors sous la décomposition A = A + goﬁdsﬁ, la forme de courbure se décompose
comme :

Proposition : Soit Fﬁ € Q (Py;su(2)) la forme de courbure de A € Ay.

Fh = F§ +(dpy, 0" = AD) A ds* € Q% (Pysg)

Preuve : La décomposition Py = Py X [0, 1] induit une décomposition d|p, =
d|py, +d|j0,17 de la différentielle extérieure, ou d|py_est la différentielle extérieure le
long de la tranche Py et ou d| (o, 1] estla différentielle le long de [0, 1] (du parametre

5). En utilisant la décomposition A = A + ¢*ds, ainsi que 1’équation structurelle
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d’Elie Cartan une premiére puis une seconde fois, on calcule directement :
Fa
1
= dlp, A+ E[A A A]

- 1 - -
= d|p, (A + ¢Fdsh) + 5[(A + ofds?) A (A + Fds™)]

= dlp, A +d|p, (¢*ds?)
1. - 1 1 5
+o[An AL+ S[An oHds] + z[gaﬁdsli AA]

= (dlpy, +dljo1)A + (dlpy, +dljo17) (¢Pds®) +

[<,0ﬁdsﬁ A goﬁdsﬁ]

A A+ [A A dst, of]

= T

1+ [4, ¢"] A ds?

2y

= dlpy, A+dljo)A + (dlpy, ¢") A ds? + %[A A
= F§ +dst A AW 4+ (dlpy, o) Adst+ [A4, o] A ds?
= Fi + (dlpy, ¢ + [A, 9] = A®)) A ds?

= Fi+ (dYp, " - AD) A ds?

Corollaire : Fy = F; + (dgls, ¢ — (A®)y) A ds € Q*(Y; AdPy).

Remarque : Dans le cas particulier ou la famille de connexions Ay := (L&)*A sur
Py provient d’une isotopie de jauge induite par vg = —gog, ie Ag = —d"‘svg1 =
d*s (pg, on remarque que le second terme de la décomposition de la courbure meurt.

Le second terme du split de la courbure représente donc une restriction a ce que

Aj soit obtenu d’une isotopie de jauge induite par vg = —(,02.

32.6 Fonctionnelle de CS :

Soit s, une section trivialisante globale du SU(2)-fibré principal trivial Py — Y.
Soient A € Ay et A, := s, A. La fonctionnelle de Chern-Simons Scs en A € Ay
est donnée par :

4
Scs(Ag) = / Tr (ZAQ AdAq+ 2 A0 A Ag A Ag
Y
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ol A dénote (A, o). A quoi ressemble-t-elle sous la décomposition simple de la
connexion A, = Ay + @ods ?

Proposition : La décomposition simple de la fonctionnelle de Chern-Simons est
donnée par :

1 R B
Scs(Ag) = / ( / 5 (Ada A (AY), - / Fa, A «ps) ds
[0,1] > >

Preuve : Séparons d’abord Scs(A) en deux parties :

4
Scs(Ay) = Z/Tr (A ANdA,) + 3 /Tr (Ag ANAL AN AL)
Y Y
La connexion A, sur Y = ¥ X [0, 1] se décompose comme :
A, = A, + Pads
ol A, est dans ds. Développons le premier terme de Scs(Ag) :

Tr (Ag A dA,)
= Tr((Aa + @ads) Adly(Ag + @ods))
(Aq + ads) A (dlyAq +dly (@ads)))
= Tr((Ag + @ads) A (dls, Aq +dljo.1)Ae + dIz, (ads) +d][o.1] (@ads)))

Tr (
(
= Tr ((A + @qds) A (d|s, Ay +ds A A(A) + (d|x,¢0) Ads+ds A @ )ds))
- Tr ((Aa + 0ods) A (dls, A +ds A AL + (g, @a) A ds))
(A A (dlg, Ag +ds A A + (dls, ga) A ds))
+Tr( ods A (dls, Aq +ds A AD + (g, @a) A ds))
= Tr (A Adls, Aq + A Ads A A + Ay A (dls, 0) A ds)
r( ods Adls, Aq + @ads A ds A A + gods A (dls, ga) A ds)
(A Ads A A + A, A (dls, @a) A ds + gods A dls, A )
= ( AAY Ads+ A, A (d]s, @) Ads + @ odls, Ay A ds)
-

= Tr(-Ay A AY + Ay A (dls, 0o) + 9o 0 dls, Ag )/\ds
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Ici j’ai utilisé Ay A d|zSAa = 0 car A, est une 1-forme sur X, d|zsz‘ia est une
2-forme sur X et donc A, A d|x, A, est une 3-forme sur X qui est de dimension
2. Développons ensuite le second terme de Scs(Ay) :

Tr(Ag A Ay A Ay)
= Tr((Ag + @ads) A (Ag + @ads) A (Ag + @ads))
= Tr((ANQ/\Aa+(pads/\/ia+fia/\goads+goads/\<pads)/\(Aa+goads))
= Tr((Ag ANAy — o 0 Ag Ads+ Ay 0 0 Ads) A (Ay + pads))
= Tr(Ae AAg ANAy — a0 Ay ANds A Ay + Ay 0 9y Ads A Ay)
+Tr(fia/\AaAcpads—QOQOAQ/\ds/\goads+AQO(,oa/\ds/\<pads)
= Tr(~@ao Ay Ads A Ay + Ay 0@y Ads A Ay + Ay A Ay A @ods)
= Tr(¢a0AaAAa—AaocpaAAa+Aa/\Aaocpa)/\ds
= Tr(Ag AAg o Qo+ Qa0 Ag(A,0)Ag+ Ay A Ay o py) Ads
= TI(AQ/\AQogoa+Aa(/\,o)Aa/\goa+Aa/\Awo<pa)/\ds
= Tr (314@ A Ay o goa) Ads

Ici j’ai utilisé le fait que Ag AN Ay A A, = 0 car est une 3-forme sur X qui est de
dimension 2. On peut alors développer Scs(Ay) :

Scs(Aq)

4
= Z/TI(AQ/\dAa)+—/Tr(Aa/\Aa/\Aa)
Y 3Jy

= 2/ Tr (—AQ A A((,s) +A, A (d|g,¢a) + @q © d|zSAa) A ds
2x[0,1]

4

+—/ Tr (340 A Ay 0 9o) Ads
3 Jex[0,1]

= 2/ (/ Tr (—Aa A A((f) + Aa A (d]x,¢a) + @a © d|zsﬁa)) ds
[0,1] s

+4/ (/ Tr(AQ/\Aaocpa))ds
[0,1] \J X

= / (z / Tr (=(Aya A (AP0 + (Ao A dls(@y)a + (@) o d|z(As>a)) ds
[0,1] z

+[O’l] (4LTT ((As)a A (As)a o (@s)a)) ds
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On se retrouve alors avec
Scs(Aq) =2 /[ (A (s

ou

f((Aga» (¢5)a)
= /ZTr (_(As)af A (AE‘S))(I/ + (Ag)a AN d(@5)a + (@5)a © d(As)a)

+2 /X Tr ((Ag)a A (Ag)a © (¢5)a)

ou les dérivées extérieures d sont sur X, i.e. désignent d|y. D’abord, remarquons
que par le théoreme de Stokes sur X, qui est sans bord, et par Leibniz on trouve :

0 /6 T (A0 o (9)e)

‘/ZdTl‘ ((As)a o ((Ps)a)

LTY ((d(Ag)q) © ((Ps)a' = (Ag)a A d((ps)a')
C’est-a-dire :

/ Tr ((d(As)a) © (#5)a) = / Tr ((Ag)a A d(ps)a)
> >
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En utilisant la derniere égalité, la fonction f se développe alors comme :

F((AS)as (¢5)a)
S (A0 A A+ (40 A 0o+ (00 0 (AL

+2LTI‘ ((A9)a A (Ag)a © (05)a)

[ (<00 A A+ (@A) (2o + (d(A) o (010
+2LTY ((Ap)a A (Ag)a © (@5)a)

[ (-0 A A+ 20(A000) 0 (02 + 204000 A (A1 (021

/Z Tr (= (Ao A (A7)0 +2((A )0 + (Ao A (Aa) © (95))

/ T (=(Ay)a A (AP0 +2(Fa,)a o (¢5)a)
z

- / Tr (Ao A (AP0 = 2(Fa)a © (91)a)
z

La décomposition simple de la fonctionnelle de Chern-Simons devient donc :

SCS(Aa') 2 ‘/[0 I f((As)a" (‘Ps)a)ds

_ (9 _ .
2 [ = (0 =200 ) s

)
- /[0,1] (/2 o (%(AS)“ A A )a = (Fa)a © (sos)a)) ds
/[o /z (%Wa A (AD)y = (Fay)a A (sos)a)) ds
- /[0’1] /Z%(As)a Aka (AG)), = /Z(FAs)Ot AKa (%)Q)ds
Jo

! ;
/ 5 (Aa A (A])a / Fa, A* sos) ds
1] \JZ Z
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ou k, = —K est la forme de Killing sur su(2). La décomposition simple de Scs
est donc donnée par :

1
SCS(ACX) = / (/ E(As)a N (AE‘S))Q/ - ‘/FA; A" Sos) ds
[0,1] \/X )

32.7 Décomposition simple de I’équation de Bianchid F4 = 0:

Proposition : L’équation de Bianchi d4 F4 = 0 se décompose sur ¥ = X x [0, 1]
comme :

(F?)(S) = a4V
A

Preuve : La preuve est la méme que celle dans la section sur la décomposition
simple de Yang-Mills. O

Corollaire : La seconde équation de Bianchi d4 F4 = 0 se décompose comme
(Fa)™ = d; (fi(”)ﬁ

En particulier, on peut écrire ¢a sur X :
(Fa)" = s, (47),

Remarque : Cette équation est triviale en utilisant I’identité de Bianchi sur Py :

(s) d 1
(F“ ) —dtA® - (dAs + =140 A As]) —dAY — A, A AW
)

= dAY +
=0

1
(457 A AT+ 5 [A A AY] = AT — (A A AT

| =

Donc I’équation de Bianchi sur Y ne nous apporte rien de plus que I’équation de
Bianchi sur 2. Bref, on a une identité qui pourrait donc nous servir plus tard :

d ()
ds Ay AS( s )ﬁ
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32.8 Action de Gy sur (Ay, @) :

On a vu qu’a une connexion A € Ay correspond une paire (A, @) oll Ay est une
famille de connexions sur Py et ou ¢, est une famille de sections en ' (AdPy).
Ainsi, aux actions a gauche A-A et a droite A-A de A € Gy sur A € Ay
correspond des actions a gauche A - (Ay, ¢;) et a droite (Ay, ¢5) - Ade A € Gy sur
la paire (Ay, @5).

Proposition : Soit A = A + ¢*ds selon la décomposition usuelle. Soit A € Gy.
11 lui correspond A* € C®(Py;SU(2)). Alors A-A = (A™)*Aet A-A = A"Ase
décomposent comme :

A-A=AdyA — (dlpy, (AT + (Ad et - (AHO (2H)ds*

AN =Ad 1A+ (DAl A + (Ad 0"+ (4971 (AH ) ds?

Preuve : Il suffit de faire la preuve pour I’action par la gauche. Souvenons-nous
que A-A=AdpA - (dAH)(AH) ! ot ici d est d|p, . Développons :

AN = AdpA - (d]p,ah ()7
= Ady(A +¢hds?) - (d|py, A" +ds* A (AHO)(ahH!
= AdpA + (Ad pehds® — (d|pg, A* +ds? A (AHO) (%!
= Adpd = (dlpy, (D7 + (Ad g - (HY (25 ds?

De la méme maniere, on trouve la formule pour I’action a droite A - A. O

Corollaire : Soit A € Ay et A € Gy. A A correspond A%, Posons /12 = (LE)*/lﬁ.

Posons A := (ﬂg)ﬁ. A la famille /lg correspond une famille a 1-parametre de
transformations de jauge A de Ps. Les actions a gauche et a droite de A € Gy sur
la paire (Ay, @) est alors donnée par :

A+ (Ass) = (As- Ay, Ady g = 4051
(As, @5) - A = (As- A, Ad/gl‘;os + /13_1/12”)
Remarque : En posant vy := Ags)/ls_l, on peut aussi écrire :

A- (AS’ ‘ps) = (As -Ag, Ad/u/’s - Us)
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(AS? (705) .A = (AS : AS, Adﬂ;l(ps + Ad/l;lvs)

Remarques : Ces égalités me permettra de relier les points de My = Ay /Gy aux
chemins en My = Ax /Gy et dans le fibré associé AdAsy := (Ayx) Xad Qg sur Ms.
C’est-a-dire, relier My aux espaces de chemins C ([0, 1], Myz) et C([0, 1], AdAsy).
Regardons quelques cas particuliers :

1. Si Ay = Ag est constant mais (Ag, ¢,) pas forcément constant, alors :
A-(Ag, ¢5) = (Ao~ Ay, Ad/lo()os)

(A 05) - A = (Ag- Ao, Ad -1 9,)

Modulo A, A - (Ag, ¢s) correspond ici a un chemin en le fibré AdAsy (il me
semble). Ce chemin en Ad Ay peut se déplacer "horizontalement" (i.e. en
Msy) et "verticalement"” (i.e. le long de la fibre de AdAy).

2. Si A, pas forcément constant mais (Ay, ¢5) = (Ao, o), alors :

A~ (Ao, 90) = (As - Ag, Ady, 00 — A5

(Ao, 90) - A = (Ao~ Ay, Ad 1o + 47 8)

Modulo A, A - (A, ¢g) correspond ici a un point de My (il me semble).
3. Si Ay = Ag constant et (Ag, ¢5) = (Ao, o), alors :

A - (Ao, o) = (Ao - Ag, Ady,¢0)
(Ao, o) - A = (Ao - Ao, Ad -1 90)

Modulo A, A - (Ao, ¢o) correspond ici a un point de AdAy (il me semble).

Ainsi, il me semble que I’espace des chemins (A;, ¢;) modulo A € Ay correspond
a I’espace des chemins en My (et non en AdAs, car il me semble que le terme
modulo vy vient écraser les fibres de AdAsx a des points, i.e. écraser Ad Ay a My).
Bref, intuitivement, il me semble que :

MY :ﬂY/gY :C([O’ I]H?(ZXQ%)/QY = C([O’l]’MZ)

A VERIFIER!!! Je ne suis vraiment pas certain, il faudrait vérifier dans les
articles de Manolescu, Woodward, etc. ou il est question de 1I’équation de vortex
symplectique.
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329 1-formede CS:

Rappel : La I-forme de Chern-Simons Fcs € Q! (Ay) est définie par :
Fesla(rh i= - [ Fants
Y

Proposition : La décomposition simple Y3 = 32 x [0,1], A = A + ¢Fds?, 7 =
7 + ods, de la 1-forme de Chern-Simons ¥cgs est donnée par :

Fes|a(th) = - /[ ]( / (AD), A7, — da.gy A 7y + Fa, A" ) ds
0,1 )

Preuve : Soit A € Ay qu’on décompose en :
A=A+ ‘,Dﬁdsﬁ
Soit T € Q!(Y; AdPy) qu’on décompose en :
T=T+0ds

ouo € QO(Y; AdPy) et ou 7 ne contient pas de ds. Posons 75 := ({7 le chemin
correspondant en Q! (Z; AdPy). On sait que F4 se décompose comme :

Fa=F;+(dgls,o - (A9)y) Ads
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On calcule alors directement :

—/FA/\KT
Y

—/ (FA +(djls,0 — (A9)y) /\ds) AX (F + ods)

Fesla(th

Fi A“ods + (dgls, 0 — (AY)g) Ads AS 7

\*\%

™M
X
f=)

| Fant e = @ilsg = (A w*7) ads

/ Fo A% o = (dsls. 0 — (AD)) A" f) s

Zs

—
—

™

/FA N oy — (da, s — (A(S))ﬁ)/\ Té)ds

I
|

/FA Aoy —da, s NS Ts+(A(S))ﬁ/\ TS)dS

—
[

Il
|
=

/(Afv‘y))ﬁ N T —da, o5 AN Tg + Fa, NS O's) ds
0,1] \Jz

ou j’ai utilis€ le fait que F; A T = 0 car est une 3-forme sur chaque tranche X,. O

Remarque : Plus bas on verra que I’application moment ut s Ay — ®3. corres-
pondant a I’action par la droite de Gy sur As est donnée en chaque A € Ay et
chaque ¢ € 6 = Q°(Z; AdPs) par :

RO /ZFA A @

Aussi, on a une forme symplectique w* sur Ay donnée par :

wﬁ(rf,rg) = /Tl N1
z

On remarque alors que la décomposition simple de Fcs est donnée pour A € Ay
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sur ¥ € Ty Ay par:

Fosla(th)

= —/ /(A§s))ﬁ N1y —da, s AN T + Fa, A" O'S) ds
[0.1] \Jx

- _/ w((A§S>)ﬁ,TS)+/(¢S AK dAsTs)+(,u|AS,0's))ds
[0.1] )

= —/[01] w((Ags))ﬁ,Ts)+L((dA_gTS) A" (;05)+<ﬂ|As’O-S>) ds

[ (oA m) + (@l (0 + ) ) s
[0,1]
= TKS|(AS,905)(TS’O-S)

ou j’ai utilisé /2 da,ps N 15 = — /z @5 N dy, s par Stokes et ds = (). Autrement
dit, la 1-forme de Chern-Simons sur Ay est égale a la 1-forme de Kostant-Souriau
sur I’espace des chemins en (X, ®x). Pour plus de détails sur la fonctionnelle de
Kostant-Souriau, qui est simplement celle d’Hamilton-Jacobi avec Hy := (u, ¢y),
voir mon pdf sur la fonctionnelle d’Hamilton-Jacobi d’automne 2017.
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33 Espace de connexions sur une surface :

33.1 Introduction :

Le but de cette section est d’établir les principaux résultats concernant 1’espace
des connexions SU(2) sur une surface fermée . Mais avant, rappelons un petit
résultats en géométrie symplectique.

Remarque : A partir d’ici, je serai trés sloppy sur les diéses « f » des formes
basiques. Par exemple, j’écrirai 7 € Q. := Q!(Z; AdPy) = Ty Ay sans diese.

33.2 Rappel symplectique :

Définition : Une structure presque-complexe J sur une variété symplectique
(M, w) est dite w-compatible si g := g; := w(-,J-) est riemannien et J-invariant.

Proposition : Soit H € C*(M) un hamiltonien sur une variété symplectique
(M, w) munie d’une structure presque-complexe J qui est w-compatible. Alors le
champ vectoriel hamiltonien X et le gradient VH sont reliés par :

JVH = Xy

Preuve : Le champ vectoriel hamiltonien Xy € X(M) de H est défini implicite-
ment par tx, w = —dH. Le gradient VH € X(M) de H relativement a g := g est
défini explicitement par musicalité diése-riemannienne VH := (dH)3, i.e. impli-
citement par tyyg = dH. L’égalité recherchée découle de la non dégénérescence
de w et de :

w(-,Xy)=dH =g(VH, -)=g(-,VH) =w(-,JVH)
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33.3 Lelieu:

Soient :

* (X, g) une surface riemannienne, fermée, orientable, lisse, agréable ;
* 1y : Py — X un SU(2)-fibré principal (forcément) trivial sur X ;
* As I’espace des connexions sur Psy.

Proposition : Sur Ay repose une forme symplectique naturelle w € Q*(Ay)
donnée en tout A € Ay par :

w|A TAs XTAs - R
(t1,72) = wla(T],12) = /T1 N1
>

Preuve : La linéarité de w est évidente. Son anti-symétricité aussi. La non
dégénérescence découle de celle de (-, - )g . sur Q' (Z; AdPy) et du fait que
(-, )gx = w(-,J-) pour J = x,. Il reste a montrer que w est fermée. Ceci
découle du fait que w est constante sur Ay car est indépendante du point A € Ay.
En effet, fixons A € As et 71,7, 13 € TuAs. Etendons 11, 72, 73 2 des champs
vectoriels constants sur Asx. Alors :

(dw) (11,72, 73) = T1(T2,T3) + D (13, T1) + T30(T1, T2)
+w(11, [12, 13]) + (12, [13, 71]) + w(73, [71, 72])
= 0-0+0-0+0-0
=0
ou les trois premiers zéros découlent du fait que les w(7;, 7;) sont constants sur

As et ou les trois derniers zéros découlent du fait que [7;, 7;] = L, 7; = 0 car les
7; et 7; sont constants. D’ou w fermée. D’ou w symplectique. m|

Remarque : Ay est donc muni d’une forme symplectique w. Qui plus est, Ay,
est muni d’une structure presque-complexe J donnée en tout A € Ay par :

J|A : TAﬂz - TAﬂz

T > kT
Remarque : Pour étre plus précis avec les dieses, il faudrait plutot écrire J =

b= (xg ()t
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Remarque : Ay estaussi muni d’une métrique g définiepar g( -, ) := ((+)g, (- )g)g.x-
Proposition: ¢ =w(-,J-).
Preuve : On calcule directement :

w(-,J-)

/(-),d A (R,
>

/Zw A (g ()
= () (g
= g’\(,)

O

Remarque : J est compatible avec w car d’une part g est définie positive (car «
est défini positif car k* = —K ot K : su(2) x su(2) — R est la forme de Killing
qui est définie négative sur su(2)) et d’autre part §(J-,J-) = g(-, -) implique
wlJ-,J)=w(-,").

Proposition : La structure presque-complexe J : TAsx — T Ay est intégrable.

#

Preuve : Soient X, X, € X(Ayx) constants donnés en tout A € Ay par Xi|4 = 8

et Xola = ot pour certains 7, » € Q!(Z; AdPs) quelconques. Remarquons que

2
JX| = *grf et JXp = *ﬁ,rg sont constants (i.e. indépendants de A € Ay). Il suit

que chaque terme du tenseur de Nijenhuis

Nj(X1,X2) = [ X1, Xo] + J[I X1, Xo] + T [ X1, I X2] = [V X1, T X7]
meurt (puisque les crochets de Lie peuvent étre vus comme dérivées de Lie et
qu’ici les champs vectoriels considérés sont constants). Puisque N; meurt, J est

intégrable. O

Remarque : 1l est évident que J est intégrable car J est constante sur Ay car
indépendante de A € As.

Proposition : La métrique ¢ est plate.
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Preuve : ¢ est constante car indépendante de A € Ay. Ses dérivées directionnelles
meurent dont toutes. Donc ¢ est plate. O

33.4 Application moment y : Ay — 6F :

On sait que ®y := Lie(Gy) = Q% ou Qg = QK(Z; AdPy). 11 suit que 3. =
Lie(Gx)* peut étre vu comme Q2. Plus précisément, Q2 < G} mais on fera
comme si OF = Q% L’ appariement de dualité entre ®5, et & correspond alors a
I’appariement entre Q% et Qg :

() 6L x By — R
1)~ [naty
>

Maintenant, aux actions a gauche et a droite de Gy sur Ay correspond une ap-
plication moment u : Ay — 6F, i.e. Gx agit de maniere hamiltonienne sur Asy.
Celle correspondant 4 ’action par la gauche A- A = (A™1)*A est :

p:As — O
Ao ppi=—Fy

et celle correspondant a I’action par la droite A- A = A*A est :

pu:As — G5
A g i=Fy

Je me concentrerai sur I’application moment u4 = F4 correspondant a I’action
par la droite de Gy sur As.

Proposition : L’application u : Asx — OF; us = F4 estbel etbien une application
moment.

Preuve : On sait que y est a valeurs en ®3. Il suffit donc de montrer qu’elle est
Ad*-équivariante, i.e. que :

pla-a=Ad, pla,  VAEAs, AeGs

565



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

On calcule directement :

Mla-n = Fa-a
= Ad/l—lFA
= Adj\_lFA
= Adj\—ll'llA

O

Proposition : La 1-forme du € Q! (Asx; ®3.) est donnée en chaque A € Ay par :
(du)la =da: Qf — Q2
Preuve : Soit A € Ay et e Ty As. Alors :

d

d
(dlu)A(T) = & lu|A+e-r’i = de FA+ETﬁ =dat

e=0

e=0

O

Proposition : y : As — ®F;us = F4 est bel et bien I’application moment
correspondante a 1’action a droite de Gs, sur Ay.

Preuve : Soit Y € Gy quelconque. Il suffit de montrer que le champ vectoriel
hamiltonien de I’hamiltonien

(u, Y) : As > R

AI—)/FA/\KU
z

correspond a I’action infinitésimale Y™, donnée par Y*|4 = dAvﬁ, de Y sur A
(pour I’action par la droite de Gy sur Ay). C’est-a-dire, par non dégénérescence
de la forme symplectique w, il suffit de montrer que :

(J)(Y*, ) = _d</~l’ Y>
Soient A € Ay et % € Ty Ay quelconques. 11 suffit alors de démontrer que :

w(d v, %) = =(d(u, Y))|a (7%
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1.e. montrer que :
[y e = ~(@laeh )

i.e. montrer que :

/ (dav) A* T = —(d*7%, T)
>

/Z(dAU) NT=— /Z(dAT) N v

0= /(dAv) AT +u A (dat)
b

i.e. montrer que :
i.e. montrer que :

i.e. montrer que :

OZ/Zd(v/\KT)

Ce qui est vrai par le théoreme de Stokes et par le fait que 0% = 0. O

Remarque : A partir d’ici je suppose toujours que Gy agit par la droite sur Ay,
ie.que Y*|4 = dAuf et py = Fa. L’avantage d’utiliser une action par la droite au
lieu d’a gauche est qu’il y a beaucoup de signes négatifs inutiles qui disparaissent.

33.5 Flot de Yang-Mills en dimension 2 :

Considérons la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 2 :
SYM . ﬂz — R

1
A E(FA, FA)g.x

Remarque : Sypm(A) = %(FA, Fa)ex = %(,uA,,uA)g,K = %ll,uAH;K, i.e. la fonction-

nelle de Yang-Mills en dimension 2 est I’hamiltonien correspondant a la « norme
au carré » de I’application moment i correspondante a la Gs-action hamiltonienne
sur Asy. Il suit que le champ vectoriel hamiltonien de Sy sur Ay est tangent aux
Gy -orbites en Ay, ce que nous verrons explicitement sous peu.

567



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Proposition : Le gradient de Sym est donné par

(VSym)la = (6aFa)?

Preuve : Méme type de calcul que pour Syp en dimension 4 (i.e. sur Ay4) dans
le cas dans bord (X est fermée). O

Proposition : Le champ vectoriel hamiltonien Xy € X(Ayx) correspondant a
I’hamiltonien H := Syy est donné en A € Ay par :

Xpla = (da %g Fa)f

Preuve : Souvenons-nous que Ay est symplectique. Considérons 1’hamiltonien
H := Sym sur As. Puisque g(-, -) = w(-,J-), il suit que le champ vectoriel
hamiltonien de H est donné par Xy = JVH ou J = *g,. Par la derniere proposition
il découle Xy|a = *2(5AFA)ﬁ. Souvenons-nous que 64 = (-1)k *g‘l dax,. Ici,
k = 2 puisque Fy4 est une 2-forme. Donc

* (54F )" = (deg(=1)% %, dy %g Fa)' = (da g Fa)f

Xpla = (dg g Fy)F

Corollaire : Xy est tangent aux Gs-orbites en As.

Preuve : Fixons A € Ay. Posons v := x,Fy € QO(Z;Asz). Par la derniere
proposition,
Xpla = (da *g Fa)¥ = (dav)? = d*of = Y|,

ou Y* € X(Ay) est ’action infinitésimale de Y € Gy. Ce qui est tangent a une
Gs-orbite passanten A € Asy. O

Proposition : VH n’est pas tangent aux Gs-orbites en Ay.

Preuve : Supposons par I’absurde VH tangent au Gs-orbites en Ay. Puisque
H = Sywm est Gy-invariant, il suit que H est constant dans la direction VH. Ce qui
contredit le fait que H varie toujours dans la direction VH (pourvu qu’aux A € Ay
considérés (VH)|4 # 0). o

Remarque : Plus bas on verra une proposition plus forte ou :
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* Xg,,, est vertical (i.e. tangent aux Gx-orbites) (déja montré),
* VSywMm est horizontal (pour la connexion de Coulomb) (sera démontré).

Remarque : Le flot de VSynm est nommé flot de Yang-Mills.

Notation : Soit ¥ : Gy — Diff (Ax) la Gx-action de groupe par la droite sur Ay
donnée par PA(A) =A-A=A*Apour A e Gret A € As.

Proposition : Le push-forward (W5). : TAs — Ty, As est explicitement donné
par:
(PA)ulath = Ad 07, VP e TuAx

Preuve : Soit A; une courbe en Ay telle que Ay = A et telle que Ag = .
Souvenons-nous que A*t¥ = Ad 4y 0 ¥ car 7¥ est basique. En utilisant le fait
qu’un pull-back tire les formes différentielles comme f*(a + ) = f*a + f*f, on
trouve :

dr
d

dr

(Pp)sla7! (Pa(A))

t=0

(A"A))
=0
i
dtli—o
= A7

d
= Adg)1 0 .

Proposition : Le groupe de jauge Gy agit par g-isométries sur Ay.

L

Preuve : Soient 7/, 7; € TpAs. Souvenons-nous que (Ady:(-), Ady(-))gx =

(-, +)g.x car k est Ad-invariant. Ainsi, pour A € Gy quelconque on trouve :

(Pa) DAt 1) = 8wy (a)((Pa)uth, (Pa)ut?)

= glPA(A)(Ad(/lﬂ)—l o Tﬁ,Ad(ﬂﬁ)_l o Tﬁ)
= (Ad/l—l OT],Ad/lfl OTz)g’K

= (71, ™2)gx

= 2t} 7))
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]
Proposition : Le groupe de jauge Gs agit par @-symplectomorphismes sur Ay.

Preuve : Méme type de preuve que celle de la derniere proposition. O

33.6 Espace de module de connexions plates M1 :

Définition : Soient :

* AS I'espace des connexions irréductibles ;

&Zlg’* = .?lg N A5, Iespace des connexions plates irréductibles ;
Mg = ﬂg/ Gs I’espace de module de connexions plates ;

Mg’* := A" /Gy 1’espace de module de connexions plates irréductibles.
Remarque : Mg est une variété symplectique (avec singularités) car c’est une
réduction de Marsden-Weinstein ﬂg /Gs pour la Gy -action hamiltonienne corres-

pondante a I’application moment u : Asx — OF; ula = Fa.

Proposition : T4 Al =ker(d, : QL — Q2), VA € Al

Preuve : Soient A € Al et € Ty As. Puisque % o F et = da7. Il suit que
1=

la courbure est infinitésimalement préservée si et seulement si d47 = 0. O
Proposition : T4(A-Gs) =im(d, : Q) - Ql), VA € As.
Preuve : Gy agit infinitésimalement par la droite sur As par Y*|4 = d4v. O
Proposition : T{ayMI = ker(A4, : QL — Ql), VA € AL

Preuve : En utilisant les résultats de la section sur le théoréeme de décomposition
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de Hodge covariant, on calcule directement :

TqMy = Tia (ﬂg/gz)
TyAL

TA(A-Gs)
ker(dy : Qf — Q%)

im(dy : Qg — le)

[l

[l

. ol 2 - .00 N
ker(ds : Qy — Q5)) N (im(dy : Qy — Qy)

N

(ker(da : @4 — ©@3)) 1 (ker(6a, : QL — Q)
ker(Aag : Q3 — Q)

O
Remarque : ATTENTION : la section sur le théoreme de décomposition de

Hodge covariant a ét€ mis a jour. Ma vieille preuve était fausse. Bref, la présente
preuve ici est probablement aussi fausse. C’est a corriger. TO DO!'!'!
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33.7 Notions d’injectivité et surjectivité de ds, 64 et Ay, :

Proposition : Soit A € Aj, une connexion irréductible. Alors :

ds : Q) — QF estinjective,
OAg: Q% — Qg est injective,
da : QL — QZ est surjective,
Sag: QL — QY est surjective,
Apg : Qg — Qg est bijective,
Apg : Q2 — Q2 est bijective.

AN

Preuve : Le point (1) découle de la section sur les connexions SU(2) irréductibles.
Le point (2) découle du point (1) et de I"isomorphisme % entre Qg et Q% Le point
(3) découle du point (2) et du fait que :

2 im(d, : QL — Q2 : Al 2.\t

(im(dA ol 5 Q’g)) ® (ker(aA,g L Q2 gg))

(im(dA QL - Q%)) ® {0}
= im(ds : Q3 > Q3)

Le point (4) découle du point (3) et de I’isomorphisme *¢. Montrons le point (5).
On sait dy4 : Qg — Q% injective. Ceci induit un isomorphisme

QY = da(QF) = Tu(A-Gy)

Puisque :
ker(6a, 1 Q) — Q) = im(ds : Q) — QL) = da(Q)
il suit que
ker(8a, 1 (da(Q2)) — Q) = {0}
Dol :

Sagda : QY — Q)

injective. Mais Qg est isomorphe a lui-méme. Donc Ay  : Qg — Qg est bijective.
Enfin, le point (6) découle du point (5) et de I'isomorphisme *,. O

572



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

33.8 Réduction de Marsden-Weinstein pour orbites coadjointes :

Proposition : L'application moment u : A — 6F; A — Fj4 restreinte a I’espace
des connexions irréductibles ﬂ; est une submersion.

*

Preuve : Il suffit de montrer qu’en tout A € Ag, I'application (du)|4 : TAA* —
®3 est surjective. Puisque (du)|a = da, il suffit de montrer que d4 : Qf — Q2
est surjective pour A irréductible. Ceci découle de la proposition de la derniere
section. ]

Proposition : Soit € Q2 = ®3. Alors son orbite coadjointe
O, ={Ad n|A € G5} C B3

est égale a :
O, = {Adan|d e T (P)} C O

Preuve : Tel que vu dans la section sur le groupe de jauge, 1’action coadjointe
Ad" : Gy — Aut(65) de A € Gs sur i € 6F est explicitement donnée par :

Adj\ﬂ = Ad,ﬂ’]

O

Remarque : L’application moment u : Ay — &*; A — F4 est Ad*-équivariante
tel qu’il se doit. En effet, pour A € As et A € Gs,ona:

MA-A = FA'A = Ad/l—lFA = Adj\_ll.l
Notation : Soit O ¢ ®* une orbite coadjointe. Posons :
AL = u1(0) c Ay

Proposition : Soit O c ®* une orbite coadjointe. Alors A? c As est G-
invariant.

Preuve : Découle de la Ad*-équivariance de I’application moment . O
Notation : Soit O ¢ ®* une orbite coadjointe. Posons :
M = A2 Gz = ' (0)/Gx
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Proposition : Soitn € 6. Soit OcC ®3. l'orbite coadjointe de n. Alors
7,0 = {[v,n]lv e T (AdPs)} < T,65 = 65,

Preuve : On sait que O = {Ad n| A € I'*(¢Px)}. L'égalité recherchée découle
directement. O

Proposition : Soit O C 63 une orbite coadjointe. Supposons que ﬂg C A, ie.
ne contient que des connexions irréductibles. Soit A € ﬂg (irréductible). Alors :

TAﬂg = {7"i € Ty As|dat € 1m(di . Qg — Q%)}
Preuve : Puisque A est irréductible, u est une submersion. Il suit que :

Tap~'(0)

= {v' e 4 Az|(dp)|a () € T,,,0}

= (' e Ty As|da7T € T, 0}

= {t¥ € Ty Ax|Tv € T®(AdPs),daT = [v, F4]}
= {% € Ty Az|Tv € T®(AdPs),dat = —[Fa,v]}
= {tf € T\ Ax|Tv € T®(AdPs),daT = [F4,v]}
= (' € Ty Az|Fv € T™(AdPy),da7 = d3 v}

= (" € Ty Asz|dat € im(d% : Q2 — Q2)}

TAAL

O

Proposition : Pour A € As, 'espace TAﬂg se décompose sur la décomposition
de Hodge généralisée

Q% = (kerAA|Q§) @0 (kerﬁlgz) @ dy (kerdiboz) @ {7t = dyv = 64}

comme :
TAﬂg N (kerAA|le) = kerAA|Ql;

T4, A2 N 54 (ker5§,|gz) - {0}
T4 AG 1 da (Ker dilgy ) = da (ker 3oy )
TAﬂg NA{t|t =dav =8an} = {7|t =dav = dan}
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C’est-a-dire, on a une décomposition en somme directe orthogonale :
ToA = ker Aglgy @ da (Ker gy ) @ (7] = dav = 647}

Preuve : Souvenons-nous que :

T4 AL = (" € Ty Ax|dat € im(d : Q% — QL))

La premiere égalité découle du fait que (ker AAlle) < TAﬂg . En effet, si 7 €
ker AAlQlZ, alors dg7 = 0. Ainsi, dy7 =0 = div pour v = 0. Montrons la seconde

égalité. Soit 7 € TAﬂg N4 (ker 6124|Qz) quelconque. Alors 1l existe v € Qg tel
que dat = div et il existe € Q% tel que 7 = 947 et tel que 647 = 0. On trouve
alors directement :

||T||§,K = (T’ T)g,/(
= (7, 5A,g77)g,/<
= (dar, n)g,K
= (div’ U)g,K
= (U’ 5,24’gn)g,K
= (Ua 6A,gT)g,K
= (Ua O)g,K
=0

D’ou 7 forcément nul. Comme 7 était quelconque en TAﬂg N4 (ker 6i| o), il
suit que To AL N 64 (ker 62 |g2) = {0}. La troisieme égalité découle du fait que
dg (kerdiboz) < TA.,‘}’lg. Eneffet,sit € du (kerdibg), alorsdyt = div =0, 1.e.

TE TAﬂg. La quatrieme égalité découle du fait que {7|7 = dqv = dan} < TAﬂg.
En effet, si 7 € {7|t = dav = dan}, alors 7 = dgv = 7. Ainsi da7 = div, i.e.
T e TyAL. O

Proposition : Pour A € A, Tx ﬂg est coisotrope en Ty As.

Preuve : TpA5 = le se décompose somme directe orthogonale de trois sous-
espaces symplectiques :
ker A
A|Ql2
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54 (ker 55,@) ®dy (kerdﬁbg )
{r|t =dav =dan}

Par la derniere proposition, TA&*’IS est donc "symplectique @ isotrope @ symplec-
tique", i.e. est coisotrope. O

Proposition : Pour A € A, et V4 =im(dy : Qg — Q%) la distribution verticale

de la connexion de Coulomb, on a:
T4 A = (ker Aalgy ) @ Vi
Preuve : On sait que :
Vi = im(ds: QY — Q)
dy (kerdilgg) ® (7|7 = dyv = 641}

Ainsi :

Ty AL (kerAAlglz) ®dy (kerdﬁbg) ® (7|t = dyv = 6417}

(ker Aalgy) @ Vi

O

Proposition : Soit O C 63 une orbite coadjointe. Supposons que ﬂg C A, ie.
ne contient que des connexions irréductibles. Soit A € ﬂg (irréductible). Alors :
TiaM§ = ker(Aaglar)

Preuve : On calcule directement :
TaMS = T (ﬂg / Qz)
T4 AY
Ta(A-Gx)
TaAY
Va
(kerAAl%) eV,

Va
= kerAA|QlZ

1R
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Question : Pour A € A, je connais la dimension de ker(Aaglgr) = Tia ﬂg’* =
6g — 6 pour G = SU(2). Mais qu’en est-il pour les autres orbites coadjointes.
Est-ce aussi de dimension 6g — 6 ? Il me semble que j’ai lu dans un article que oui
c’est aussi de dimension 6g — 6, mais o ? RETROUVER CET ARTICLE!!!
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33.9 Connexion de Coulomb :

Remarque : On sait que Gy agit (presque) librement sur I’espace des connexions
irréductibles As. Pour A € A, le stabilisateur de A en Gs est Stab(A) = Z =
{—1,1}. Il suit qu'on a un (Gx /Z,)-fibré principal

(Gs/Z3) — Az — Mg,

Sur ce fibré principal repose une distribution verticale naturelle V C TAS, donnée
en chaque A € A, par :

Vai=Ta(A-Gs) =im(dy : Q) — Q)

En donnant a ¥ une métrique riemannienne g on a naturellement une décomposi-
tion
TAﬂ; =ViD Hy

ol Hy := Vi =ker(da, : Q) — QY).

Proposition : H, est une connexion d’Ehresmann sur le (Gy /Z;)-fibré principal
A5 — M.

Preuve : D’abord, Ta A5, = Vi @ H4. Ensuite, Hx est Gs-invariante car Hy = VAL
ol : 1. V4 est une distribution Gs-invariante et ot 2. la métrique ( -, - ), sur TAs
est aussi Gy -invariante. O

Remarque : Puisque H,4 est une connexion d’Ehresmann sur As, on peut lui
associer une forme de connexion. Cette forme de connexion est nommée connexion
de Coulomb.

Remarque : A partir d’ici j’écris 7 au lieu de 7 pour les éléments de T4 A.

Proposition : La connexion de Coulomb a € Q! (A%; ®) est donnée en chaque
A € A par:

CZ|A = A;"lgéA,g . Q; - Q%
Preuve : Soit A € ﬂ;. D’abord, A;\}g : Q% — Qg est bien définie car Ay, :

Qg — Q% est un isomorphisme (car A est irréductible). Ainsi, @ est bien défini sur
A5 Pour que « soit la forme de connexion de H, il faut montrer trois choses : (1)
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atue H,(2) a(Y*|4) =Y pour tout Y € Gy, (3) @ est Ad-équivariante. Montrons
(1). Soit 7 € Hy, i.e. 64,47 = 0. 1l suit naturellement que

@la(r) = Ayl 6ag(1) = A5 (0) =0
Montrons (2). Soit v € Qg correspondant a Y € Gy. Alors :

a|a(Y[a) = ala(dav)
= A;\’lgé‘A’gdAU
-1
= AA’gAA,gU

= v

qui correspond a Y tel qu’attendu. Montrons (3). D’abord, on sait que la dérivée
covariante se transforme comme

dA Al = Ad/rldA(Ad/ﬁ])

I1 suit que 64 4 se transforme exactement de la méme maniere, de méme pour Ay .
Souvenons-nous que 1’action a droite WA (A) = A - A = A* induit un push-forward
(WA)« : TA — Ty, A donné en chaque 7 € Ty A par

(‘PA)*lAT = Ad/rlT

En considérant 7 € T4 A" quelconque, on calcule alors directement la Ad-
équivariance de la connexion de Coulomb « :

((PA)"@)a(7)

@)y, (A)((PA)<]aT)

= a'A-A(Ad/l—lT)

= A;l A,g6A “Ag (Adﬁ—lT)

= (Ad;-1A4¢Ad)) " (Ad) 164 ¢Ad)) (Ad17)
= Ad1AL L, Adi(Ad-154.6) (T)

= AdpiAy 64 (7)

= (Adj-12)]a(7)

= (Ady-12)]a(7)

D’ou (Wp)*a@ = Ady-1a. D’ol la Ad-équivariance recherchée. O
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Remarque : Chaque métrique riemannienne g sur X induit une connexion de
Coulomb. Si on considere 1’espace des connexions sur I’espace des connexions
SU(2) irréductibles sur X :

Az = {a € Quy(As: Bz)|a(Y*) = Y, VY € Gy}

on a alors une maniere canonique d’associer a une métrique riemannienne g sur X sa
connexion de Coulomb correspondante @, € Azx;. En particulier, en dénotant par
ﬂ%”lomb I’espace des connexions de Coulomb, il serait intéressant de vérifier si cet
ensezmble est le lieu critique d’une éventuelle fonctionnelle (de Coulomb ?) définie
sur Az, e.g. de type Yang-Mills sur la courbure de la connexion de Coulomb
qu’on a fait descendre a M. Ou encore, il serait possible que cette fonctionnelle
soit équivalente a la fonctionnelle d’Hilbert-Einstein. A vérifier éventuellement
quand j’aurai le temps (attention car Hilbert-Einstein est pseudo-riemannien mais
ici je ne travaille qu’en riemannien). De retour a nos moutons.

Proposition : Pour A € AS etvy,v; € Qg ona:
-1 _
(A4 U1, Aagv2)gu = (U1, V2)gx
Preuve : Comme A, , est auto-adjoint, on a :
-1 -1
(A% U1 AagU2)gu = (AagAy U1, U2)gu = (U1, V2)gk

Corollaire : A7!

4. &St auto-adjoint et commute avec *,.

Remarque : Il y a plus d’informations sur la connexion de Coulomb en : (/979)
Geometry of SU(2) gauge fields (M. S. Narasimhan AND T. R. Ramadas) et aussi
en (1994) Flat connections, geometric invariants and the symplectic nature of the
fundamental group of surfaces (K. Guruprasad).
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33.10 Projections horizontales et verticales de la connexion de
Coulomb :

Proposition : Les projections verticales et horizontales

v:TA; -V

h:TA; - H
de la connexion de Coulomb sont explicitement données en tout A € A5 et tout
T € TpA; par : 1

VAT = dAAA’g5A,gT
AAT =T —VvpaT =7 — dAA;"lg5A’gT

Preuve : 1l suffit de montrer que la projection verticale est bel et bien vo1 =
dAA;‘lg(SA’gT. Pour cela, il suffit de montrer que (1) si 7 € Hy, alors v4q7 = 0O et
que (2) si T € Vy, alors voT = 7. Montrons (1). Si 7 € Hy, alors 64,7 = 0. D’ou

vaT = 0. Montrons (2). Si T € Vy, alors il existe un unique v € Q% tel que 7 = dyv.
Il suit que

vat =daAyl 64T = da(@la(r) = da(ala(dav)) =dav =7

Remarque : Onavy =dy o afa.

Proposition : Soit ¥ : Gz — Diff (Ayx), PA(A) = A-A = A*A. Alors, pour
TeTlTqsAsona:

v, (4) (PA)«]a(T) = Adj-1va(T)

I () (PA)s|a(T) = Ady-1ha(T)
Preuve : Par la derniére section on a :

@y, (4)((Pa)<]aT) = (Adp-10)]a(7)

Ainsi, pour la projection verticale v 4. A on trouve :

da-a@lw,(4)((Pa)«]aT)
= d-A(Adp1@)]a(T)

= Ad,-1ds(AdyAd-1) 4 (T)
= Ady-1da(@)]a(7)

= Adj-1va(7)

v, (4) (Pa)«la(7)
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Ensuite pour la projection horizontale /4. o on trouve :

(PA)«laT = v, 4) (PA)s]aT
= Adj-i7 - Adj-iva(7)

= Adj-1(7 - va(7))

Ad/l—1hA (T)

hw, Ay (PA)«laT

Proposition : Soient 7 e Ty Az et € Hy = ker(éA,glglz). Alors :

Preuve :

d
de

-1
hA+6T1T2 =dgu *g AA,g [T1 A *gTz]
e=0

On calcule directement :

d
de
d

de

hA+6T1 Ly
e=0

(T2 = Vater, T2)
e=0

d
- E o VAt+er; T2

d
de g
d
E =0
d
de |

—dAA;"lg(— *g [T1 A *gTz])

-1
dA+e7'1 AA+ET1 g O Atery g2
-1 -1 -1
(dA+ET1 AA’géA,gTZ + dAAA+€TI,g5A,gTZ + dAAA7g6A+ET1,gT2)

-1
daAy (O Ater T2

-1
dy *g AA,g [T1 A *gTz]
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33.11 Egalité utile sur les crochets :

Proposition : Pour tous vy,v; € Q% et pour tous 71,7, € Qé et pour tous
2 .
n,m €Qsona:

*[v1 Avz] = [xu1 Avz] = [ A *vs]

[*Tl /\Tz] = —[T1 /\*Tz]
[*Tl AN *Tz] = [T1 /\Tz]

[*171 Am2] = [171 A *pa]

Preuve : La premiere ligne d’égalités est évidente. La derniere découle de la
premiere via vy = %171 € Qg etvy =%y € Qg :

[*171 Am2] = [u1 Axva] = [*uy Ava] = [11 A %]

Montrons 1’égalité de la seconde ligne. Fixons x € X. Autour de x prenons des
coordonnées (x!,x?) sur un voisinage U de x telles que localement on ait Q, =
dx! A dx?. Ainsi, *,dx! = dx? et x,dx?> = —dx!. Ensuite, il existe forcément
b1, ¢, 1, o € AdPy telsque Ty |, = ¢ @dx ! +pr@dx? et 1|, = ¢ ®dx !+, ®dx?.
On a alors *, 7|, = ¢1 ® dx? — P ® dx! et *eTolx = Y1 ® dx? - Yo ® dx!. Ainsi,
enx € X

[(¢1 @ dx' + ¢ ®dx’) A (Y1 ® dx” — Yo @ dx')]
[(¢1®dx') A (Y1 @ dxP)] = [(¢2 ® dx?) A (Y2 ® dx')]
([p1,¢1] + [p2, ¥2]) ® (dx! ® dx?)

[Tl A *gTZ]

Par symétrie on trouve donc :

[12 Adgri] = ([¥1,61] + [W2, $2]) ® (dx' ® dx?)
= —([¢1,¥1] + [¢2.¥2]) ® (dx' ® dx?)
= —[11 A %]
D’ou [ A *,T1] = —[71 A *g72]. D’0l [*71 A 73] = —[71 A *72]. Comme c’est

vrai pour tout x € X, alors c’est vrai sur tout . Ce qui démontre la seconde ligne.
Enfin, I’égalité de la troisieme ligne découle de celle de la seconde en substituant
T, par %7, et en utilisant *2|QIE =-1. O
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33.12 Courbure de la connexion de Coulomb :

Proposition : La courbure Q, de la connexion de Coulomb @ sur A5, est donnée
en chaque A € A5 et chaque vecteurs horizontaux 71, 7, € Hy par :

Qula(t1,12) = = *g ALl ([11 A KgTa] = [12 A KgT1])

Preuve : Soit A € A5 une connexion irréductible. Soient 71,7 € Hy < TyAsx
deux vecteurs horizontaux, i.€. 64 71 = 04,72 = 0 et hty = 71, ht, = 7 pour h la
projection horizontale. Etendons 71, 7> a des champs vectoriels constants sur Ay,
aussi dénotés 11, 1. Puisque 7| et 7, sont constants, ils commutent pour le crochet
de champs vectoriels. On calcule alors directement :

Qula(t1, 72)
= (da)|a(ht1, h1o)
= (da)|a(71,72)
= man - nat - a([7,1])

= 717 —ThaT]

d d
= & 0 allA"’le (Tz) - E —o a’|A+eT2 (Tl)

d -1 d O
= & > ((AA+6T1,g) 6A+6T1,g) (7'2) - & i ((AA+ET2,g) 6A+67'2,g) (T])

d 4 o
= & o ((AA+€T1,g) ) 5A,g(7'2) + AA,g & » (5A+€T1,g) (1'2)

- i ((AA+ET )_1) 04 (Tl) - A_l - (5A+ET ) (Tl)

deéle— #8 * A8 de| »

= —A:ng *g [T A *gTz] + AZlg *o [12 A *ng]

= — kg A;‘}g ([11 A *gT2] = [12 A %¢71])
O

Corollaire : La courbure Q, de la connexion de Coulomb « vaut, sur chaque
vecteurs horizontaux 71,7, € Hyen A € A5, :

Qula(11,72) = =24 Ayl [11 A Kga]
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Preuve : 1l suffit d’utiliser 1’égalité [1] A x13] = —[12 A 7] dans I’égalité
Qqla(t1,12) = — %, A/}}g ([11 A *gT2] — [12 A *qg71])

O

Remarque : Comme *, est bijective et Aglg injective pour A € A5, il suit que
pour 71,7 € Hy onaQy|a(71,72) nul si et seulement si [71 A x,72] est nul.
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33.13 Dérivée covariante d”u de u par la connexion de Cou-
lomb :

Proposition : La dérivée covariante d*u de 1’application moment u est donnée
en chaque A € Aj;, et chaque 7 € Ty Ay par :

(d*w)a(r) = dat = [Fa, (A} ,6a,7)]

Preuve : Soient A € A et v € TA A quelconques. On sait que (du)|a(7) = daT.
En utilisant la projection horizontale & : TA5, — H de la connexion de Coulomb,
on calcule directement :

(d*)]a(7)

(du)|aChat)
= da(hat)
= da(t - dAA;ng5A,gT)

2 A—1
= dAT_dAAA’gdA,gT
= da7 - [FA A (A;\,lg5A,gT)]
= daT - [Fa, (A} 0447)]

Remarque : Ceci peut se reformuler comme :

(d*w)a(7) = dat + [(@]a (7)), plal

Ceci peut encore se reformuler comme :

du =dp + [a, u]

Autrement dit, on retrouve la formule de dérivée covariante usuelle.
Proposition : Soit A € ﬂg . Alors ker(d®u|4) < TA&’{g .

Preuve : Soit 7 € ker(d®u|4). Alors 0 = dgt — [Fa, (AglgdA,gT)]. Alors da7 =
[Fa, (A/}’lgdA,gT)]. Alors il existe v := (AZ}g&A,gT) € Q% tel que da7 = [Fa,v].

C’est-a-dire, d47 € im(di : QOZ — Q%). En se souvenant que :

TAﬂg ={1t € Ty As|dsT € im(df4 : Qg — _Q%)}
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on a montré ce qu’on voulait. O
Corollaire : ker(ds o hy) < TAﬂg .
Preuve : ker(dy o ha) = ker((dp)|a o ha) = ker(dula) < TaAG. O

oye ker(daoh
Proposition : W < T[A]Mg )
>

Preuve : Par le dernier corollaire, on sait que ker(ds o hy) < TAﬂg . Si on
quotiente & gauche et a droite par im(d4 : Q% — QI). il suit que :

ker(dy o hy) TA&’IS

im(dA|Qg) im(dA|Qg)

= Ty My

Remarque : Cette derniere proposition se réécrit comme :
ker(dA o ]’lA) NHy < T[A]Mg
ou encore comme :

ker (dA - diA;laA) A ker(Salg1) < ker(ma o dalgr) N ker(64lgr)

ou 74 est la projection quotient suivante :
2

Q
aa Q% — —— = ker(6% |02
A im(d2 o) (Oler)
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33.14 Distribution noyau de d, u; :

Proposition : L'application moment u : Ay — 5, descend a une section

,uﬁ . MZ — Ad*ﬂz

Ad*ﬂz = Ay X Ad* (5*2 = (ﬂz X (5;) /%
est le Ad*-fibré associé a As — Ms.
Preuve : Ceci découle de la Ad*-équivariance de u démontrée plus haut :

pla-a=Ad,_pula, VAeAs, AeGs

Corollaire : Il est l1égitime de considérer la dérivée covariante douy de uy :
dopy € Q' (M5; Ad* Ay)

Remarque : En considérant I’espace des orbites coadjointes O C 5, on a un
feuilletage (possiblement singulier) de M5, dont les feuilles sont Mg . Le tangent a
ce feuilletage induit une distribution (intégrable) sur Mg, donné par TMg <TM;.

Proposition : Soit A € Ag. Soit O l'orbite coadjointe de F4 en ®5.. Alors :
ker(dopy)l[a) = T ME

Preuve : On sait que T[A]Mg = ker(As¢lgr). 11 suffit donc de montrer que
ker(dq py)[1a] = ker(Aa ¢|q1). Montrons d’abord que :

ker(daﬂﬁ)l[A] <ker(Aaglar)

Soit 7 € ker(dapy)|a). Alors 7 se releve a un vecteur horizontal en Hy < T A, tel
que 7 € ker(d”u)|4. On a donc d’une part 64,7 = O (par horizontalité) et d’autre
part dat = d} (A7!,64,47). D'0ll 64,7 = 0 et da = 0. D'olt 7 € ker(Aaglgy)-
Montrons ensuite que :

ker(Aaglor) < ker(dapy)la)
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Soit 7 € ker(Aaglgr). Alors da7 =0 et 64,7 = 0. Alors 7 est horizontal et dans
le noyau de (d”u)[4. Donc 7 est dans le noyau de (dq ) [[4]- O

Corollaire : La distribution ker(d,u) est intégrable.

Remarque : La notion d’intégrabilité est reliée a
(dott) (4] ([X1, X2]) = =[Ql(a], l[a)] (X1, X2) = —(d2 ) (X1, X2), VX1, Xz € Tja M

Revenir la-dessus pour connaitre les conséquences du fait que ker(d,u) est inté-
grable.

Remarque : En conclusion, on a la suite d’égalité trés utile :

TiqgME = ker(Aaglor) = ker(dq )[4
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33.15 Décomposition de 74 A en somme directe orthogonale
symplectique :

Rappel : Par le théoreme de décomposition de Hodge covariant généralisé,
I’espace Ty As = Q% se décompose en la somme directe orthogonale suivante :

Q. = (kerAA,glglz) ® ((5A,g (keréi’glgg)) ® (dA (kerdiboz))
@ {T € QIEEIU € Q%,Eln € Q% T =dpv = 5A,g77}

ron . 2 2 :
Proposition : Les sous-espaces 64, (ker 0 A,g|Q§ ) et da (ker d A|Qg ) sont iso-
morphes via x4, 1.€. :

*g (6A,g (keréi’gb%)) =dy (kerdibg)

xg (da (kerd3lgy)) = 64 (Ker 3 1z
Preuve : Montrons d’abord que *, (6 Ag (ker cﬁ’glgg )) C da (ker dilgg ) Soit

T €A (ker 6i’g|9§). Alors 64,7 = Oetilexisten € Q3 tel que T = 64 1. Posons

T := *,7.Onaalors d’une part 0 = 64,7 = —0a¢ *§ T =—0ag%g T = % %y daT,
i.e. daT = 0, et d’autre part T = %7 = *,04,77 = £da(*en), i.e. T est dy-exact.

Comme T €tait quelconque en 64 4 (ker 5124’5, |Q§ ) il suit que

*g (6A,g (keréi,glg%)) Cdy (kerdibg)

De la méme maniere on montre que

% (dA (ker &l )) Cbuy (ker 52 gloz )

Enfin, puisque *, est injectif, il suit que les inclusions de la gauche vers la droite
et de la droite vers la gauche sont des égalités. D’ou I’isomorphisme recherché. O

Proposition : Les sous-espaces suivants de 1’espace symplectique (T4 As, w) =
(QL, w) sont symplectiques :
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1. kerAA,g|Qé

2. (5A,g (ker & o )) ® (dA (ker & o ))
3. {'r € le|3v € Qg,Hn € Qé s =dav = 5A,g77}

Preuve : Il suffit de montrer que ces sous-espaces sont J = %, invariants. Le
premier espace est J = x, invariant car x, commute avec *,. Le second espace
est J = %, invariant par la derniére proposition. Montrons que le dernier espace
est J = %, invariant. Soit 7 € {r € Q}|Fv € Q) Ty € QL : T =dv = 54,0}
Alors T = dav et T = 044n. Alors ko7 = (kodaky)(*V) = £044(*V) €t kT =
(Kg0a,g%)(*gn) = £da(kgn). D’oll k7 est dg-exact et 04 g-exact. D’oll x,7 €
{TEQ;lHUEQO,HUEQ% :T:dszéA,gn}. O

Proposition : Les sous-espaces d4,¢ (ker 63‘ glgé ) et dy (ker dil Q0 ) sont lagran-
giens en I’espace symplectique

(6A,g (keréi’glgé)) ® (dA (kerdib%))

Preuve : Montrons d’abord que d4 (ker di |Q§ ) estisotrope en (6 Ag (ker 6i ¢ |Q§ ) ) ®

(dA (kerdilgg)). Soient 11, T € dy (kerdilgg). Alors 71 = djv; et p = davg et
ds1 = dam = 0. Par le théoreme de Stokes on trouve directement :

w(T1,72) = w(davr,davr)

= /Z(dAUI) A* (dava)
-~ —/v1 A (dRva)
z

= —/Ul A (daT2)
s

= —/Evl/\K(O)

=0
D’ou dg (ker dilgoz) est isotrope en (6A,g (ker 6i,g|g§)) ® (dA (ker d%szg))- En-
suite, on sait que les deux sous-espaces 9 4 ¢ | ker 6i’g | @ etdy (ker di | a0 forment

une décomposition en somme directe orthogonale de I’espace (6 Ag (ker 5124’5, |Q§ ) ) ®
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(dA (kerdilgg)). Puisque les sous-espaces 04,4 (keréi’glgé) et dy (ker df‘|Qoz)
sont isomorphes (via x,), le sous-espace du (ker dilgg) est maximal isotrope
(i.e. lagrangien) en ((5A,g (ker 6i’glgg)) ) (dA (ker dibg)). Par symétrie, il suit
que la somme directe orthogonale ((5 Ag (ker 63\38 | @ )) ® (d A (ker di |Q% )) est une

. . 2
somme directe orthogonale de deux sous-espaces lagrangiens (6 Ag (ker 0 Ag |Q§

et (dA (kerdf\lgg)). |

Corollaire : Si A € ﬂg, la décomposition en somme directe orthogonale de
sous-espaces symplectiques s’écrit plus simplement :

Ty As = (kerAA,g|le) ® (im(aA,gb%) ® im(dA|Qg))

C’est-a-dire, on a deux sous-espaces symplectiques ker A A,g|g§ et im(o A’glgé ) ®
im(dA|Qg) de TpAx. Ainsi, T[A]Mg = kerAA,glgl2 est symplectique, i.e. Mg
est symplectique (tel que prévu par la réduction de Marsden-Weinstein). Aussi,
im((sA,ng%) et im(dA|Q%) sont lagrangiens en im(éA,glgé) ® im(dA|Qg) et donc
isotropes en T4 As.

Proposition : ﬂg est coisotrope en (Ayx, w).
Preuve : Soit A € ﬂg. Alors :

Ty AY = TyALNQL

= TAAL N (Hy 0 Vy)

= (TAALNHy) ® (T4 AL N Vy)

= {1 €Qyldat=0,64,7 =0} ® {7 € im(dalgy)|ds7 = 0}
= ker(Agglor) @ im(dalgo)

= ker(AA,g|le) ®Vy

Mais ker(AA’glglz ) est symplectique et V4 est isotrope. D’ou TAﬂg coisotrope.

D’ou ﬂg coisotrope. O
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33.16 Décomposition de Oy et ® en sommes directes orthogo-
nales :

Proposition : On a les deux décompositions en sommes directes orthogonales
suivantes :

Gs = 0 = (ker(dlgo)) @ (im(83loa))
63 = = (ker(8lg2)) @ (im(d loy))

Preuve : Par symétrie il suffit de montrer que im(df‘l Qé)L = (ker(dilgg)). On
calcule directement :

{v € Q|(v,d4n)g. = 0,V € Q3 }
{v € QU(53U,)gx =0,V € Q3 }

{v e Q|5%v}
ker(dgbg )

im (6% lgg)*

Corollaire : Si F4 # 0, alors F4 n’est pas di—exact.

Preuve : Ona 6%F, = 0. Donc Fs € (ker(éilgé)). Donc, si F4 # 0, il suit que

Fu¢ im(di|gg ). O

Remarque : Ici, en utilisant, pour A irréductible, d4 |Q‘§ etoy |Q§ injectifs et d | al
et 04| al surjectifs, je pourrais relier la derniére décomposition trouvée de ®y et
®3. a la quadruple décomposition orthogonale de Q; =Ty As.
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33.17 Métrique et forme symplectique vers M et Mg :

Sur Az on a une métrique riemannienne (-, -)g . et une forme symplectique
w( -, -). Pour faire descendre ces structures a M et Mg , on doit les rendre
horizontales.

Notation : Posons :
ga(, )= (s Dgwa = (ha- ha-)gsx € T(OT* As)

wa(-, ) = wla(hg-, hy-) € T¥(AT* Asx)

Proposition : g4 et w, sont basiques.

Preuve : D’abord ces deux structures sont horizontales. Il faut alors montrer
qu’elles sont G, invariantes. Plus haut, dans la section sur les projections horizon-
tales et verticales de la connexion de Coulomb, j’ai calculé que :

hw,(a)(PA)«|a(T) = Ad-1hat

On trouve alors directement, pour 71,7 € TaAs et A € Gx, que :

(Prga) (11, 12) = gw,(a)((Pa):11, (Pa)sT2)
= (hwya) (P71, by, (4) (PA)<T2)gk
= (Ad/rll’lATl,Ad/rll’lATz)g,K
= (hati,haT)gx

= ga(t1,m)

La preuve est la méme pour w4 :

(Prwa) (11, 12) = ww,(4)((PA)s71, (PA):T2)
= w(hy,a)(Pa)11, hy, (4) (PA)«T2)
= w(Adl—lhATl,Ad/l—lhATz)
= w(haty, ham)

= wal(t, 1)
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Remarque : Les structures basiques g4 et wa descendent a M5 = A /Gs. Ce
sont ces deux dernigres structures qui doivent étre utilisées sur M5.. En particulier,

pour O C 63, une orbite coadjointe, la forme symplectique sur Mg est précisément
w,. En effet :

Proposition : w4 est la forme symplectique usuelle sur Mg correspondante a la
réduction de Marsden-Weinstein.

Preuve : Dans la réduction de Marsden-Weinstein usuelle, la forme symplectique
sur N := u~'(0)/G est celle wy définie par :
le [x] (V], VZ) = wlx(vl, V2) - <l’l|)€, ['fl’ '52]>

pour vy, vy € T~ (O) ol €1, &> € g sont choisis de telle sorte que

ad; uly + (dp)|e(v1) =0 adg, plc + (du)lx(v2) =0

Dans le présent cas, ceci revient a dire que

wn|[a) (11, T2) = w|a(12, T2) — (la, [V1,v2])

pour 71,7 € Tau~ ' (O) ot vy, v, € Gy sont choisis de telle sorte que

ad, pla + (du)la(r1) =0 ad,, ula + (du)la(r2) =0
C’est-a-dire,
[v1, Fal +da11 =0
[v2, Fal +dam2 =0

C’est-a-dire,
daty = [Fa,v1]

dat) = [Fa,v2]

C’est-a-dire,
dAT1 = divl

dAT1 = divl

Mais plus haut, j’ai identifié T[A]Mg éker(AAlglz). C’est-a-dire, 71, 1 € ker(AA|le).
C’est-a-dire, Ay11 = Ap1p = 0. Ainsi, dg7 = dgmp = 0. Ainsi, v} et v, peuvent
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étre pris nuls. Le second terme de wy devient alors nul. Et comme 7| et 7, sont
horizontaux, on a

wA(T1, 1) = w(haT, haT) = w(11,72) = WN(T1,T2)

O

Remarque : L’égalité ws = wy est simplement due au fait que j’utilise 1’isomor-
phisme T[A]Mg = ker(AA|Q}S).

Remarque : w, n’est probablement pas fermée sur Mg, (A CALCULER!! ).
Néanmoins c’est forcément fermé sur chaque Mg car wy y est symplectique.
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33.18 Dérivée extérieure de w4 :

Proposition : Soient 71, 72, 73 € T o) M5 = ker(6 AlglZ ). Alors :

(de) (Tl» T, 7-3) = _2( [Tl A *gTZ] s AgldAT?y)g,K
~2([12 A %3], AL AT )g
—2([r3 A *gTI] , Azl dAT2)g,K

Preuve : Les vecteurs 71, 72, 73 € T[4 M; se relévent a des vecteurs horizontaux
en Ty As, 1.e. 0471 = 047> = 0473 = 0. Etendons ces vecteurs a des champs
vectoriels constants sur Ay. Ces champs vectoriels sont horizontaux en A mais
pas forcément ailleurs. D’abord, en utilisant le fait que 647> = 0, on remarque
que :

T1haTs
d
de
d
de

hA+ET] [y
e=0

(TZ — VA+er TZ)
e=0
d

= T 7 VAter; T2
de e=0

d
— -1
- = dA+e‘r] AA+€-,-1 6A+571 [y
de|._o

d B _ -
= - & (dA+e‘rl AAl(sATZ + dAAA-lI—ETl 0AT2 + dAAA15A+ETl T2)
=0

4 ( d

= dAAzl *g [7'1 A *gTz]

O A+er, Tz)

Ainsi :
-1 -1
Tihaty = daA} *g [T1 A XgTo] = —daA} *g [T2 A XoT1] = —T2haTy

En particulier, en utilisant le fait que sur une k-forme on a x64 = (—l)k dax, on
trouve aussi

Tihat = dAA;‘l *o [T1 A *ng] =dyu *o AXI[TI A *gTz] = *g(SAAEI [T1 A *gTz]
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Alors :

(dwa) (71,72, 73)

T1wA(T2, T3) + T2wA (T3, T1) + T3wA(T1, T2)

T1w(haTo, hat3) + 2w (haT3, haTt) + T30 (hATL, haT)
W(T1haTo, haT3) + W(haT2, T1hAT3) + W(T2hAT3, haT)
+w(hat3, T2haTt) + W(T3hAT, haT2) + W(haT), T3hAT?)
w(T1haTy, 73) + W(T2, T1hAT3) + W(T2hAT3, T1)

+w (73, 2haT)) + W(T3haT1, T2) + W(T1, T3hAT2)
w(T1hat2, 73) — W(T1haT3, T2) + W(T2hAT3, T1)
~w(12hat, 73) + W(T3hAT1, T2) — W(T3hAT2, T1)
w(T1haTy = 2haT1, T3) + W(T2haT3 — T3haT, T1)
+w(13haT — T1hAT3, T2)

2w(T1haT, 13) + 2W(TohaT3, T1) + 20 (T3hATI, T2)
Zw(*géAA;‘l [11 A *xgT2], 73) + 2a)(*g6AA;‘1 [12 A %o13],71)
+2a)(*g5AA;‘1 [13 A x,T1], T2)

—2(54A5" [11 A xgTo], T3) g — 2(6aA [12 A KgT3], T1 ) g
—2(854A5" [13 A *gT1], T2) gk

—2(A4" [11 A KgTal, daT3)gx — 2(A%" [12 A KgT3], daTi) gk
—2(A5 13 A *gT1],daTo)g

—2([71 A *gTa], A daT3) gk — 2([72 A *eT3], AL daT1 gk
—2([13 A *gT1], AR duT2) gk

D’ou I’égalité recherchée :

(dwa) (1,72, 13) = =2([71 A *eTa], Ay daT3)g
~2([12 A *g73), A daT))g i
~2([13 A xgT1], AL daT2) g i

Question : Y a-t-il moyen de simplifier ¢a encore ?
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e - 0
Proposition : wy est une forme symplectique sur chaque M.

Preuve : Il faut montrer que wy4 est fermée et non dégénérée. La fermeture de w4
découle du fait que pour 71,7, 73 € T[A]Mg = ker(AAl%) onadsr =dam =
dam3 = 0etdonc (dwy) (71, 72, 73) = 0. La non dégénérescence découle du fait que
Tia) Mg = ker(Ay |Q£ ) est symplectique car est J-invariant et J est w-compatible.
O

Remarque : Ainsi, ladifférentielle dw 4 ne mesure que lacomposante ¢ (ker 6% |Q§ )
de 11, 7,73 € T[A]Mg = ker(6A|Q|E) =Hy.
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33.19 Flot de Yang-Mills (sur M3) :

Proposition : 63 Fa =0, VA€ As.

Preuve : (premicre preuve :) On sait que 6i,gFA = — ko [Fa A kgFa] = — %,
[Fa,*gF4]. Puisque AOT*S et A2T*Y ont fibres de dimension 1, il existe v €
QY(Z; AdP) tel que Fi = v®Q,. Ainsi, kg Fa = x(U®Q,) = UK, Qy = sy = V.
Ainsi [Fa, *%gFa]l = [U® Qq, ko Fa] = [U® Qg,v] = [v,v] ® Q; =0. O

Preuve : (seconde preuve) : On sait que (53‘ = —[Fa A *gF4]. 11 suffit alors
de montrer que [F4 A *zF4] = 0. D’abord, on peut permuter F et x,F4 en
[- A -], ce qui change le signe par I’identité [v A ] = —[n A v] pour v € Q2,
n e Q%. Ensuite, on peut envoyer le *, de I'autre cot€é du wedge par I’identité
[*em1 Am2] = [m1 A Kkgnp2]. Cest-a-dire :

[Fa /\*gFA] = _[*gFA A Fyl =—[Fa /\*gFA]

D’ou [F4 A *gFA] =0. O
Corollaire : VSym|s € 54, (ker 6i’g|9§) < Hy.

Preuve : 5A,g (VSYM|A) = 6i,gFA =0. O

Proposition : Le champ gradient de Yang-Mills VSyym descend a un champ
vectoriel sur M.

Preuve : Il suffit de montrer que VSywm est un champ vectoriel horizontal qui est
Gy -invariant. Par la derniere proposition, VSyy est horizontal. La Gx-invariance
découle de celles de Sym etde (-, - )gx- |

Remarque: Onsaitque Tja M5 = ker((SA,glguz) = (kerAA,gIQIE)EB(éA,g (keréigb%)).

On vient de voir que VSywy repose dans la partie 64,4 (ker 6i’g| o ) Cette partie

de Ty s M5 est précisément ker w4 sur M. Le champ vectoriel gradient de Yang-
Mills repose donc dans le noyau de w 4. En particulier, il est orthogonal aux feuilles

M de M.

600



Applic. moment, orbites coadj., engrenages de la th. de jauge e Noé Aubin-Cadot

Proposition : Les seules connexions de Yang-Mills irréductibles sont plates.

Preuve : On sait que VSym|a = 64Fa. Mais 64,4 : Q% — QL est injective pour
A irréductible. O

Corollaire : Le champ gradient VSyy n’est jamais nul sur Mg \Mg.

Remarque : Ce dernier corollaire me semble étre super utile pour faire couler les
strip en M3 a des strip en Mg.
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33.20 Egalité utile :

Proposition : Soit 7 € Qé quelconque. Alors :
da[t AXxF4] =0
da[(*7) AXxF4] =0
OalT AXxF4] =0
Oal[(*7) A%xF4] =0
Apg[t A%xFp]l =0
Ap[(*7) AXxF4] =0

Preuve : Montrons d’abord la premiere égalité. Souvenons-nous que 5%,8 =
(—1)k*k+l s %o [Fa A (xgf8)] pour tout B € Qg Ici,n =2 et s, = 1. Ainsi, si 8
esten Q) ou Q) onadif=0etsifecQ ona:

6iﬁ == [Fa A (*gﬁ)]
Aussi, si 8 € Qk ona:

d

de

Op+erB = —%g [T A *gﬁ]
e=0

Souvenons-nous aussi que x648 = (—=1)*d4 % 8 pour B € Qg. Souvenons-nous
aussi que [*11 A n2] = [71 A *n2] pour iy, 12 € Q% Donc, en utilisant 1’égalité
63\FA =0, on trouve :

d
de
d

0 = OA+rerOA+er Fater

e=0

I (OA+erOaFA + 040 aserFa +040aFArer)
e=0

= —x [T AXCaF4] — 64 % [T AXFa] +65dat

= —x [TAdg*x Fp]l + *%da[7 AXFa] —%[Fa A *dsT]
= —k [T Ads * Fg] + *da[1 A *xF4a] +%[(kdaT) A Fa]
= —x [T Adg* Fa]l +xdg[T1 A *Fy] +*[(daT) A %F4]
= * ([(daT) AXF4] — [t Ada % Fa]) + *xda[T A %xF4]
= xds[T A X*Fa] +xda[T A %xF4]

= 2% dy[T AKXFy]
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D’ou la premiere égalité d4 [T A xF4] = 0. La seconde égalité est obtenue de la
premiere en substituant 7 par x7. La troisieme découle de la premicre égalité et
du fait que [T A xF4] = [(*7) A xF4]. La quatrieme découle de la troisieme en
substituant 7 par 7. La cinquieme égalité découle de la premiere et de la troisieme
égalité en utilisant Ay = dad4 +04dy4. La sixieme égalité découle de la cinquieme
en substituant T par x7. O

Remarque : Bien que je ne pense pas avoir fait d’erreur de calcul, il me semble
que cette égalité est louche.

Corollaire : Soit 7 € le quelconque. Alors :
[(*7) A (64F4)] = =[(daT) A xF4]
[T A (6aFa)] = [(da % T) A XxF4]
[(*x7) A (%6aFa)] = [(da * T) A *F4]
[T A (x6aFa)] = [(daT) A *F4]

Preuve : D’abord, pour la premiere égalité, il suffit de développer 1’égalité de la
derniere proposition d4 [T A *xF4] =0:

0

da[t A xF4]

[(daT) A *xFa] = [T A (da % Fa)]
[(daT) A*Fa] = [(*7) A (kda * Fa)]
[(daT) A XFa] + [(*7) A (04F4)]

D’ou la premiere égalité :
[(*x7) A (6aFa)] = —[(daT) A *F4]

Ensuite, pour la seconde égalité, en substituant T par 7 et en utilisant x| ol = -1,
ona:
[T A (6aFa)] = [(da % T) A xF4]

Ensuite, pour la troisieme égalité, souvenons-nous que pour tous 7y, T» € Q; on
a [(*x11) A (*x12)] = [11 A 72]. En utilisant la seconde égalité, on trouve alors
directement :

[(XT) A (X0aFa)] = [T A (0aFa)] = [(da * T) A *F4]
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Enfin, pour la derniére égalité, on utilise *~| QL = —let[(*x1)) A(*12)] = [11 AT2]
et la premiere égalité :

[T A (%6aFa)] = —[(x *xT) A (k0aFa)] = =[(*xT) A (64Fa)] = [(daT) A xFa]
O

Corollaire : Pour 7 € le et A € Ay, on a les quatre égalités suivantes :
[(%T) A (54Fa)] = — % 65dat

[T A (5AFA)] = *5idA *x T
[(*T) A (%64Fa)] = %65da * T
[T A (k6aFa)] = %x65dat

Preuve : Il suffit d’utiliser 1’identité (5%77 = [(*n) A (xF4)] sur les quatre égalités
du dernier corollaire :

[(*T) A (6aFA)] = —[(daT) A XFa] = — % [(*daT) A %xF4] = —*éidAT
[T A(0aF4)] = [(da x7) A*xFa] = *[(*kda * T) A %xF4] =*5idA * T

[(*7) A (%¥0aFA)] = [(da *xT) A %xFa] = %[ (kdg x T) A %xF4] = *6idA *xT

[t A (*6aFa)] = [(daT) A %F4] = %[(*xdaT) A xFa] = x63dat

Remarque : En bref, ona:
[(XT) A (6aFa)] = —[(daT) A %Fa] = — % 65dat

[T A (64Fa)] = [(da % T) A%Fa] = %x63da * T
[(x7) A (x64F4)] = [(da % T) A %Fa] = %65da % 7
[T A (%64Fa)] = [(daT) A XxFa] = %65daT

Remarque : Enfin, on a [7 A xFy4] € ker(AA|le). Donc [t A xF4] est non
seulement horizontal pour la connexion de Coulomb, mais peut é&tre vu comme
vecteur tangent a Mg .
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33.21 Dérivée de Lie de I’application moment d’Atiyah-Bott
par le flot de Yang-Mills :

Proposition : La dérivée de Lie de I’application moment d’Atiyah-Bott par le
gradient de Yang-Mills est donnée en tout A € Ay par :

L5 F it = AaF

Preuve : Sachant que y est une O-forme a valeurs en ®5; telle que ula = Fa
vérifiant (du)|4 = da, on calcule directement :

Ls it = s (dp)|a
= (dw)|a(0aFa)
= dadaFa
= AaFy
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33.22 Dérivée de Lie de w,4 par le flot de Yang-Mills :

Proposition : Pour tous 75,73 € Ty M5 = ker(o A|Q§ ), la dérivée de Lie de
wa sur M, par le gradient de Yang-Mills (VSym)|a = aFa est donn€ en tout
[A] € M par:

(Lsyrawa) (12,73) = =2([64F4 A xgTa], A7 dAT3)g
_2([T2 A *gT3]» FA)g,K
_2([T3 A *géAFA]» AZIdATZ)g,k

Preuve : D’abord :
Ls,Frawa = t5,F,dwa +d(ts5,F,04)

Mais on sait que 04F4 € 04 (keréibg) = ker(wa). Donc ¢s5,r,wa = 0. En
particulier, d(¢s5,7,wa) = 0. D’ou :
Ls,Fawa = ts,Fdwy

Mais on a calculé (dwa) (71, 72, T3) plus haut. En prenant 7; = 64 F4, on sait que :

(dwa) (11,72, 73) = —2([64Fa A %], Ay daTs)gx
~2([12 A *g73), A daGAFA)g
~2([13 A *g8aFa), Ay daT2)g s

En remarquant que A,'dad4 = A, Ay = 1oz, onadonc :

(Lssrawa) (12,73) = (t5,7,dwa) (12, 73)
= (dwa)(71,72,73)
= —2([6aFa A %gT2], Ay daT3)
=2([12 A *gT3], Fa)g i
—2([73 A *g8aFal, Ay data)g

Corollaire : Pour tous 71,7, € 1] A]Mg = ker(AA|Ql2 Jona:
(Lsarawa) (11, 72) = =2([71 A *gT2], Fa)g
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Preuve : Pour 71,7 € ker(Ag|g1) on a da7i = da = 0. On utilise alors la
P
derniere proposition. O

Corollaire : Pour tous 71,7, € 1] A]Mg = ker(AA|Ql2 Jona:

(ula, AagQula(t1, 1)) = (Lsyrawa) (11, 72)

Remarque : Je ne sais pas trop a quoi peut servir cette formule, mais c’est joli.
Carelie :

* I’application moment d’Atiyah-Bott u|4 = Fjy,

* la courbure Q, de la connexion de Coulomb «,

* ladérivée de Lie de la 2-forme w4 sur I’espace de module M5, par le gradient
de Yang—Mills VSYMlA = 5AFA,

* lesvecteurs tangents 71, 7 € T4 Mg d’une réduction de Marsden-Weinstein

Mg d’orbite coadjointe O C ®F dans le dual de I’algebre de Lie du groupe
de jauge Gr.

Proposition : Pour tous 71,72 € TiaM; = ker(6 AlQ]Z ), la dérivée de Lie de
wa sur M5 par le gradient de Yang-Mills (VSym)|a = 64F4 est donné en tout
[A] € M par:
(Ls,pawa) (11,72)
= 2([(daty) A (xgAR'dam2)] + [(rgAx daT1) A (daT2)] = [T1 A kgTal, Fa)gu
Preuve : Souvenons-nous que pour tout 7 € QL. on a les deux égalités utiles

suivantes :
[(*7) A (64Fa)] = —[(daT) A xFa]

[T A (%64F4)] = [(daT) A *Fa]
On calcule alors directement :

(Lsrawa) (11, 72)

= —2([6aFa A xgT1], AL daT2)gk
=2([11 A *gT2], Fa)gx
~2([12 A *gOaFal, Ay dati)g

= 2([(dam1) A *gFal, Ay daTa)gx
=2([71 A *gT2], Fa)gk
—2([(daT2) A *gFal, A daTi)gk
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ou d’abord :

et ou ensuite :

On trouve alors :

2([(daT1) A *gFal, Ay daTa)e s
20([(daT1) A *gFal, %A% daT2)
—2w(*A;'daTa, [(daT1) A KgFal)

—2/(*gA21dATz) A [(daT1) A kgFal
>

-2 / [(*gAL'daT2) A (daT1)] A KgFa
z

~2([(*gA3 daT2) A (daT1)], Fa)gx
2([(dat1) A (gAR'daT2)], Fa)g

—2([(daT2) A *gFal, Ay dati)g s
—Zw([(dATz) A *gFA], *gA;‘ldAT])
20(kgA; daTr, [(daT2) A *gFal)

2/(*gA;,1dAn) A [(daT2) A *gFa]

h

2/[(*gAZldAT1) A\ (dATz)] AK *gFA
P

2([(%gAR'daT1) A (daT2)], Fa)gx

(Ls,rawa) (11,72)
= 2([(daT1) A *gFal, Ay daT2)g
=2([11 A *gm2], Fa)g i
—2([(daT2) A *gFal, Ayl dati)g s
= 2([(dam1) A (*gAL'daT2)], Fa)gx
=2([71 A *gm2], Fa)gi
+2([(*gAR'daT1) A (daT2)], Fa)gx
= 2([(daT1) A (rgAR daT2)] + [(kgAL daT1) A (daT2)] = [T1 A *eT2], Fa)guk

O

Question : Peut-on encore simplifier ¢ca?
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33.23 Dérivée de Lie de w par le flot de Yang-Mills :

Proposition : La dérivée de Lie de w sur Ay par le gradient de Yang-Mills est
donnée, en tout A € Ay et tous 71, T € Ty Ay par :

(Ls,paw) (11,72) = 2([11 A*T2], Fa)gx — 2(T1, %6 4daT2) g &

Preuve : D’abord, dw = 0. Ainsi :

Ls,raw =d(t5,r,0) + t5,F,dw = d(ts5,F,w)

Soient 71, 2 € T4 Ayx qu’on étend a des champs vectoriels constants. Alors :

(Ls,raw) (11, 72)
= (d(ts4F,0)) (11, 72)
= T1w(0aFA, 72) — 2w (5aFA, T1)
= w((1164)Fa,12) + w(0a(T1FA), 72) — w((1204)Fa, T1) — w(64(12F4), T1)
= w(=*[11 AXFal, 1) + w(64daT1, T2)
—w(=* [12 AxFal,71) — w(64daT2, 1)
= w([11 AXF4],*12) + (¥04daT1, T2) g«
—w([12 A *F4], %)) — (%64daT2, T1) gk
= —w([*Fg AT1],%T2) + (*0AdaT1, T2)g «
+w([*Fa A 2], %71) — (71, %*64daT2) gk
= —w(kFy, [11 Ax12]) = (04dAT1, *T2)g «
+w(*F4, [T2 A*T1]) = (71, %0 4daT2) g«
= (Fa, [t AxT2])gx — (71,04d4 * T2) g«
—(Fa, [t2 A xT1]) gk — (71, %04dAT2) g 4
= 2(Fa, [t1 AxT2])gw — 2(71, %6 4dAT2) .«
= 2([11 A*T2], Fa)gx — 2(71, %6 4daT2) g «

Corollaire : Si 7,7 € ker(Ay | al ) sont horizontaux, on a :
(Lsaraw) (t1,72) = 2([11 A *T2], Fa)g
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Preuve: Sit, 7 € ker(AA,g|Q£), alors dym = 0. m]

Remarque : Je trouve un signe opposé a ce que j’avais trouvé pour w4 :

(Lsrawa) (11,72) = =2([11 A *¢T2], Fa) gk

A revérifier. Pourtant j’ai revérifié et ne trouve pas d’erreur de signe.
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33.24 Dérivée de Lie de la connexion de Coulomb par le flot de
Yang-Mills :

Proposition : La dérivée de Lie de la connexion de Coulomb « par le gradient de
Yang-Mills est donnée en tout A € Jﬂ; et tout vecteur horizontal 7 € H4 = kerd4
par :

(L5174@) |a(7) = 2 %g A [(dAT) A KgFal

Preuve : Souvenons-nous que :
Qula(11,72) = =24 Ayl [11 A Kga]

En utilisant le fait que cﬁFA =0etl’égalité [(*7) A (04aF4)] = —[(daT) A %F4]
de la derniére section, on calcule directement :

(Lsara) [a(1)

(des,pa@)|a(7) + (15, F,d)[A(T)
= T(Lara@)|a + (da)|a(6aFa,T)
= T(A}'03Fa)|a + Qala(6aFa, T)
= 24y AL [0AFA A KgT]

= 2%y AL [T A GaFA]

= 24g AL [(daT) A xgFal

]
Corollaire : Sit € kerAy 4, alors :
(Lssra@) [a(r) =0
Preuve : Il suffit de mettre d47 = O en
(L5174@) |a(7) = 2 xg A3 [(daT) A KgFa]
]
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33.25 Dérivée de Lie de 7 par le flot de Yang-Mills :

Proposition : Soit A € As. Soit 7 € T4 Asx qu'on étend a un champ vectoriel
constant sur Ay. Alors la dérivée de Lie de 64 F4 par 7 est donnée par :

L:(0aFy) = —x [T AXxFa] +0adat

Preuve : Souvenons-nous que LxY = [X,Y] = XY — YX. Ici, T est constant.

Ainsi :
L:(6aFa) = 1(6aFa) — (64F4)(7)

= 7(6aFa)
d

= d_ OAver Faver
€le=0
d

= d_ OaverFa+0aF arer
€le=0

— % [T/\*FA] +04daT

O

Corollaire : Soit A € Ay. Soit 7 € T4 Ay qu'on étend a un champ vectoriel
constant sur Ay. Alors la dérivée de Lie de 7 par 64 F4 est donnée par :

Ls,ra(T) = *[T A*Fp] = 64daT
Preuve : Par la derniere proposition :

L5, ri (1) = (04Fa) (1) = (7)(04F4)
= —((1)(0aFa) = (64F4) (7))
= —L:(04Fn)
= k[T AXF4]| —dadat
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33.26 Dérivée extérieure du laplacien A4, |Q£ :

Proposition : La dérivée extérieure du laplacien Ayglgy € Q' (Az; QL) est
donnée sur tout 71, » € Ty Ay par :

(dAA)(Tl, Tz) = ...

Preuve : Soient 71, » € T4 Ayx. On étend 71, T a des champs vectoriels constants
sur Ays. Souvenons-nous que pour s, = letn=2etk =1,0na:

d
de|._g

d

- AA+ET2 T1

de e=0

On trouve donc :

(dA4) (11, 12)

A TERMINER !!!

AA+ET1 P

[71 A (6aT2)] —da kg [T1 A (KgT2)]

— kg [T1 A (*gdaT2)] + dal11 A T2]

= [ A (6a11)] —da *g [T2 A (kgT1)]

— kg [12 A (kgdaT)] + 6412 A T1]

71(AaT2) — 2(AaT1) = Aa([71, 72])
d

de| .
[71 A (0aT2)] —da *g [11 A (KgT2)]

—xg [11 A (kgdaT2)] + 6471 A T2

—[12 A (6a11)] +da *g [12 A (kgT1)]

+%g [12 A (kgdaT))] = Sa[m2 A T1]

[71 A (04T2)] —da *g [T1 A (KgT2)]

—xg [T1 A (kgdaT2)] + a[T1 A T2

+[(0a11) A 2] +da *g [(KgT1) A T2]

— kg [(kgdaT)) AT2] = a1 A T2]

[(6a71) AT2] + [11 A (64T2)]

— kg [(kgdaT) A T2] = X [71 A (KgdaT2)]
+dg *g [(KgT1) A T2] —da Kg [T1 A (gT2)]

AA+ET] T — AA+6T2 71
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33.27 Dérivée de Lie du laplacien par le flot de Yang-Mills :

Proposition : La dérivée de Lie de A4 € Q' (Ax; QL) par le gradient de Yang-
Mills est donnée en tout A € Ay et tout 7 € Ty Ay par :

(LoaraBa) (T) = ...

Preuve : (preuve 1 :) Etendons 7 a un champ vectoriel constant sur Asy. Souvenons-

nous que :
da[t AxF4] =0

da[(*x7) A*F4] =0
Apg[t AXxFa] =0
ApA[(*T) AXxFp] =0
631 = *[17 A *Fa] = [(%1) A (xFa)]

[(*x7) A (64F4)] = =[(daT) A *F4] = — % 65daT
[T A (6aFa)] = [(da % T) A %F4] = %65da x T
[(*T) A (%64Fa)] = [(da * T) AXFa] = %65da * T
[T A (%64Fa)] = [(daT) A XxFa] = %65daT

etquepourn=2ona:
*04 = (—1)de*

Sax = (-1 xdy

et que :

X(B(Y)) -Y(B(X)) - B([X.Y])
= X(B(Y)) -Y(B(X)) - B(LxY)
X(B(Y)) -Y(B(X)) + B(LyX)

On a deux manieres de calculer une dérivée de Lie de forme diftérentielle S :

(Lxp)(¥Y) = (xdB+dxp)(Y)
= (do)(X,Y)+Y(a(X))
= X(B(Y)) -Y(B(X)) - B([X,Y]) +Y(B(X))
= X(B(Y)) -p(X.Y])
= X(a(Y)) + (1Y, X])
= X(B(Y)) +B(LyX)

(dB)(X.Y)
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Lx(B(Y)) - B(Lx(Y))
= X(B(Y)) - B(X.Y])
= X(B(Y))+B(IY,X])
= X(B(Y)) +B(LrX)

Souvenons-nous que sin € QZ,ona:

(LxB)(Y)

030 = — % [Fa A*n] = *[(*1) A Fa] = %[ A xF4]

En prenant X = 64F4, Y = 7, f = A4, on calcule alors directement ce qu'on
cherche :

(Lsarala) (1)

= (0aF4)(AaT) + Aa(L(0aF4))

= di Aptes s Fa(T) + Aa(L(0aFn))

€le=0

= [(6aFa) A (6aT)] —da *x [(64Fa) A (xT)]
=% [(0aF4) A (¥daT)] +04[(0aFA) A T]
+AA (= * [T A X*Fp] +04daT)

= [(6aF4a) A (6aT)] —da *x [(*7) A (04Fa)]
=% [(0aF4) A (¥daT)] +0a[T A (64F4)]
—Ap * [T AXFA] + Apdadat

= —[(6aT) A (6aFA)] +da * [(daT) A *F4]
+ % [(*dAT) A (6aFA)] +04[(da x T) A %xF4]
—* Ap[T AXFa] + Apdadat

= —[(6aT) A (6aFa)] +dadidat
+ % [(*da7) A (04Fa)] +0a *(5idA * T
+AA5AdAT

SaxOAdaxT = 8% 5404ds * (1)
= 54 %5404 * (64T)
= a4 %04 % (dadaT)
= 04 % *(dadadaT)
= (5Adi5AT
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D’ou :

(Ls,rala) (7)

= —[(6a7) A (6aFa)] +dad5dat
+% [(*daT) A (5aFa)] + 04 % 65dax T
+AA04dpT

= —[(6a7) A (5aFa)] +dad3dat
+% [(*daT) A (54Fa)] +0adi0aT
+AA5AdAT

A TERMINER ! ! ! o

Remarque : J’aimerais annuler plus de termes dans cette derniere égalité, mais
je n’y arrive pas. Voir feuilles du 2018-02-27 au 2018-03-01.

Corollaire : Sit € ker(AA,g|Q£), alors :
(Ls FsA4) (1) =0
Preuve: Sit € ker(AA,gl%), alorsdg7 =0etd4,7=0.D’0u:
(LsriAa) (1) ==0+0+0+0=0
m|

Corollaire : La distribution ker(AAnglZ ) est laissée invariante par le flot de
Yang-Mills.

Corollaire : Le feuilletage de M, en feuilles Mg est laissé invariant par le flot
de Yang-Mills.

Remarque : Ce dernier corollaire est exactement ce que je voulais avoir. Ceci
dit, je dois revérifier mes calculs. En effet, plus haut j’avais montré que la dérivée
de Lie de w4 par VSym ne semblait pas nulle restreinte aux feuilles Mg . Bref,
revérifier tout ¢a.
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33.28 Lagrangienne naturelle en As et Mg :

Remarque : La surface 2 borde naturellement un corps a anses Yp. Ceci induit
naturellement une lagrangienne £ en Ay et une L( en Mg.

Rappel : Mg = ﬂg/gz est équivalent a R(X) := Hom(xy, SU(2))/SU(2) ot :
nyi=m1(Z) ={a1, b1, ...,ag, bg| [a1,b1] - ...  [ag, be] = 1)
ou g est le genre de 2. De la méme maniere,
Hom(rmy,SU(2)) = (A1, B1, ..., Ag, B, € SU2)|[A1, B1] -...- [Ag, Bl = 1)

On aMg = R(Z) = Hom(z;,SU(2))/SU(2) oul’action de SU(2) sur Hom(7;, SU(2))
est donnée pour tout g € G (ne pas confondre g € G et g le genre de X) par :

g- (A1, By, ..., Ay, By) (tgA1,tgB1, ... 13Ag, g By)

(gA1g7  gBig™", ... A8 ", gBeg™")

Les points de Mg peuvent donc étre vus a la fois comme classes d’équivalences de
connexions [A] ou comme classes d’équivalences de 2g-tuples [A1, By, ..., Ag, B,]
d’éléments de SU(2). Le corps a anses Y a pour sa part le groupe fondamental

ﬂ-l (YO) = <b1’ b27 (A ET) bg>
Définition : L'ensemble Ly C Mg = R(X) est par définition :

L() = {[Al,O,Az,O,...,Ag,0]|A1,...,AgESU(Z)}
= {[Al,Bl,...,Ag,Bg] ER(Z)lB],...,BgZO}

Remarque : L'ensemble Ly peut étre vu comme étant I’ensemble des classes de
jauges de connexions plates qui s’étendent a une classe de jauge de connexions
plates sur Yp.

Définition : £, C ?{g C As est par définition la préimage
Lo :=n""(Lo)
de Ly C Mg C My par la projection 7 : Ay — My = Ax/Gs.
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Remarque : £ peut étre vu comme étant I’ensemble des connexions plates qui,
a transformation de jauge pres, s’étendent a une connexion plate sur Y.

Proposition : £ est un sous-ensemble Gs-invariant de As.
Preuve : L est défini par la préimage de L par . O

Proposition : L est lagrangien en Mg.

Preuve: ...... TODO!!!... ... preuve par la dimension ? ou encore par hamiltoniens
qui commutent ? pour ¢a j’ai besoin de regarder le crochet de Poisson de fonctions
sur Mg. ]

Proposition : £ est lagrangien en Ay.

Preuve : Soit A € L C ﬂg C As. On sait que T4 Ay admet une décomposition
en somme directe orthogonale de sous-espaces symplectiques :

Ty As = (ker Aagloy ) @ (im(Saglgz) @ im(dalgy))

On sait aussi que
TaLo = (TaLo) ® (im(dalgp))

Puisque T4 L est lagrangien en T[A]Mg = ker AA’glguz et puisque im(dAlgg) est
lagrangien en im(d4 4 |Q§) ®im(dy |Q%), il suit que T4 Ly est lagrangien en T4 As.
D’ou L lagrangien en Asy. O

Remarque : La dernic¢re proposition est vraie pour toute lagrangienne en Mg.
C’est-a-dire, si L est une lagrangienne en M, alors 77! (L) est une lagrangienne
en Ay et cette lagrangienne est naturellement Gs-invariante.

33.29 Autres hamiltoniens sur Ay (vieux) :

Plus haut on a étudié le champ vectoriel hamiltonien X et le gradient VH de
I’hamiltonien de Yang-Mills en dimension 2, i.e. H = Sym. 1l est possible de
considérer d’autres hamiltoniens sur Asy. En effet, soit ¢, une famille de sections
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de AdPsy. Cette famille induit un hamiltonien non autonome, i.e. dépendant du
temps, donné par :

Hy(A) = /FA AX @
Z

Proposition : La différentielle dH; est donnée par :

dH, |4 () = /Z (da) A g,

Preuve :

d
dr
d

dr

dH, |4 (7% Hy(A +1tth

t=0

K
/FAHTti AR
=0 P

/Z (daT) A% 4

m]
Remarque : La derniére proposition est un peu triviale car u|4 = Fa etdu|s = dj.
Proposition : Le champ vectoriel hamiltonien Xp_ est donné par :
Xu,la = dA(Pﬁ

Preuve : Donnons a £ une métrique auxiliaire g. Souvenons nous que, pour X
de dimension 2, on a *§ = (=1)* sur les k-formes. Souvenons-nous aussi que
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Sag = (—1)" *;1 dA*(;l. On calcule alors directement :

_stlA(Tﬁ)

= —/(dAT) A @
>

= —/(dAT) A¥ *z,gos
)

= _(dATa*g‘Ps)g

= —(r, 5A,g *g (Ps)g

= —0(7,J04,4 *¢ ¢5)

= —(T, %4046 *g @)

= D(kglag *g 5, T)

= Ak ((=1)7 Hy" da g %), 7)
= @(da *é @5, T)

= o(days, 1)

O(Xp, |4,

Par non dégénérescence de @ sur Ay, 1’égalité recherchée
_qA
XHS |A =d ("%

découle. O
Remarque : Dans la derniére preuve il manque des §. A AJOUTER.

Remarque : Dans la derniere preuve, bien qu’elle dépende de g auxiliaire sur X,
le résultat final ne dépend pas de g.

Remarque : Le champ vectoriel hamiltonien trouvé donne pour orbites hamilto-
niennes
AY = Xy, |
S - Hs As

I’équation
A(S) —_ dA_s ‘,Dﬁ
N - N
Cette derniere équation est précisément celle d’orbites de jauges. Ainsi, les orbites

hamiltoniennes des hamiltoniens du type Hs(A) = /z Fa A€ ¢4 sont précisément
les orbites de jauges. En particulier, elles correspondent a des points fixes en

Ms = As/Gs.
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Remarque : Ces derniers hamiltoniens pourraient €tre utilisés dans la fonc-
tionnelle d’Hamilton-Jacobi sur 1’espace des chemins en Ay pour retrouver la
décomposition simple de la fonctionnelle de Chern-Simons sur Y = X x [0, 1].

->TO DO!'!! (me baser sur mon pdf "Fonctionnelle d’Hamilton-Jacobi")
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34 Cohomologie équivariante :

34.1 Introduction :

Le but de cette section est de tenter de résumer quelques résultats de cohomologie
équivariante. C’est Jacques Hurtubise qui m’a conseillé d’étudier la cohomolo-
gie équivariante. Ca semble relié aux histoires d’espaces de module étendus de
connexions de Manolescu et Woodward.

Intuitivement 1’idée est : On veut étudier la topologie de 1’espace de module de
connexions. Par contre, il y a des singularités car le groupe de jauge n’agit pas
librement sur I’espace des connexions. La topologie de 1’espace de module est
donc difficile a gérer. On considere alors plutdt une action libre du groupe de jauge
sur un produit cartésien de I’espace de connexions avec un espace contractile
(’espace universel).

Bref, je vais poser les notions élémentaires de groupe classifiant et d’espace
universel, puis je vais développer la théorie au cas du groupe de jauge. La plupart
des résultats se trouvent dans :

o [AB] : (1982) The Yang-Mills Equations over Riemann Surfaces (M. F.
Atiyah AND R. Bott)

o [AB-2]:(1984) The moment map and equivariant cohomology (M. F. Atiyah
AND R. Bott)

e [DK] : (1990) The Geometry of Four-Manifolds (S. K. Donaldson AND P.
B. Kronheimer)

Quelques preuves complémentaires se trouvent sur wikipédia, sur stackexchange
et sur math.overflow (voir Google : classifying space gauge group).

Pour plus de détails, voir fichiers "2016-04-24 Espace classifiant.txt", "2018-03-

13 cohomologie équivariante.txt", "2018-03-14 espace classifiant du groupe de
jauge.txt".
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34.2 [Espace universel et espace classifiant :

Proposition : Soit G un groupe de Lie compact. Alors il existe un espace contrac-
tile EG sur lequel G agit librement.

Preuve : Il existe une injection de G en U(n) pour un certain n assez grand. Si on
trouve £ U(n), alors on peut prendre EG := E U(n). m]

Définition : L’espace EG estdit étre I’ espace universel pour le groupe G. L’espace
BG = EG/G estditétre I’espace classifiant pour le groupe G. Le G -fibré principal
n: EG — BG est dit étre le G-fibré universel.

Théoreme : Soit M une variété paracompacte. Soit P — M un G-fibré principal.
Alors il existe une application continue

f: M — BG (unique a2 homotopie pres)
telle que P est isomorphe au fibré pull-back f*(EG).

Remarque : Ce dernier théoreme se reformule comme : Soit G un groupe. Soit
BG son espace classifiant. Les classes d’isomorphismes de G-fibrés principaux
P — M sont en correspondance bijective avec 1’ensemble [M, BG| des classes
d’homotopies d’applications f : M — BG. La correspondance est donnée par
rappel du G-fibré principal universel sur BG. Ainsi, I’espace classifiant BG peut
servir a classifier les G-fibrés principaux.

Remarque : Une autre utilité des espaces EG et BG est pour définir la notion de
cohomologie équivariante. En effet, si on a une G-action sur X qui n’est pas libre,
on a X /G qui peut ne pas étre une variété (donc impossibilité d’utiliser directement
la cohomologie de de Rham). On utilise alors la cohomologie équivariante, ce qui
sera décrit a I’instant.

Remarque : Si H et G sont deux groupes, et H — G est un homomorphisme de
groupes topologiques qui est aussi une équivalence homotopique, alors BG — BH

est une équivalence homotopique.

Remarque : Si G = SU(2), alors
EG =S8 cH”
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BG = EG/G = S*/SU(2) = HP®

ou H est les quaternions, S est sphere de dimension infinie, HP™ est I’espace
quaternionique projectif de dimension infini.

34.3 Cohomologie équivariante :

Supposons qu’on ait une G-action de groupe sur une variété M. On veut étudier
les groupes d’homotopie et de cohomologie de M /G. Probléeme : M /G est pro-
bablement singulier, pas Hausdorff, etc. Solution : étudier plutdt la topologie de
Mg := EG Xg M. Bref, on multiplie M par un espace contractile donc on a méme
type d’homotopie. Et G agit librement sur EG X M, par définition de EG, donc
Mg est agréable.

Soit G un groupe, M un espace topologique, EG 1’espace universel de G, BG :=
EG /G I'espace classifiant de G. Posons :

Mg =EG Xg M

ou G agit par la droite sur EG et par la gauche sur M. On identifie (pg, x) ~ (p, gx)
pour p € EG,g € G,x € M.

Remarque : On a donc un M-fibré
M — Ms;—>» BG

Définition : La cohomologie équivariante de M est par définition la cohomologie
de Mg =EG Xg M, 1e.:

Hg(M) := H" (Mg)

Remarque : Bref, I’idée est qu'on veut les groupes d’homotopie ou encore de
cohomologie d’un espace topologique (peut-€tre singulier, e.g. pas Hausdorff)
obtenu par quotient d’action de groupe M = P/G. L'idée est de regarder la
topologie de Mg = EG Xg M. L'intérét est que méme si G n’agit pas librement
sur M, il agit librement sur EG X M Et comme EG est contractile, alors M et
M sont des espaces homotopiquement équivalents.
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Proposition : La cohomologie équivariante d’un point est donnée par :
H;({pt.}) = H*(BG)

Preuve : Prenons M = {pt.}. On calcule alors directement :

Hg ({pt.}) H (M)

= H(Mg)

- H'(EG x¢ M)
= H'(EG x¢ {pt.})
- H'(EG/G)

= H*(BG)

Proposition : Si G agit librement sur M, alors
Hg (M) =H" (M/G)

Preuve : Considérons le diagramme commutatif suivant :

EG «—— EGXM —— M

l l l

BG «~— M; — M/G

Comme G agit librement sur M, on a un G-fibré principal G — M — M/G.
Ainsi, tout comme un a un M-fibré M — M; — BG associé au G-fibré G —
EG — BG, on aun EG-fibré EG — Mg — M /G associé au G-fibré G —
M — M/G. Mais EG est contractile, donc H*(Mg) = H*(M/G). On calcule
alors directement :

Hg(M) =H(Mg) =H (M/G)
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34.4 Espace classifiant du groupe de jauge :

Proposition : Soit G — P — M un G-fibré principal. Alors I’espace classifiant
du groupe de jauge est :
BG = Mapp(M, BG)

Preuve : Considérons le diagramme commutatif

EG «—— EGXP —— P

l l l

BG «— Pg —M

ou P := EG Xg P. Au G-fibré principal P — M est associé le fibré EG —
Ps — M. Les sections de ce fibré associé peuvent étre vues comme applications
équivariantes ot . P - EG. Puisque G agit librement sur EG, le groupe de
jauge G agit librement, par pull-back, sur I’espace de ces dernieres applications
o*. Puisque EG est contractile, I’espace des applications o est contractile. Il suit
que I’espace des o# estun espace universel EG pour G. Ainsi, en passant modulo
G, ’espace des f : M — BG, tels que f € [M, BG] correspond 2 P — M, est
BG =EG/G.D’ou

BG =Mapp(M, BG) = {f € Map(M, BG)|f € [M, BG] corresp. a P}
O

Remarque : En fait je ne sais pas trop pourquoi il faut se restreindre aux f* dont
la classe d’homotopie f € [M, BG] correspond au fibré P — M. Revoir [AB], p.
540.

Remarque : Considérons un SU(2)-fibré principal P — M. On a vu plus haut
que ESU(2) = S c H* et BSU(2) = HP™. Ainsi, BG = Mapp(M,BG) =
Mapp(M,HP™). C est-a-dire, I’espace classifiant du groupe de jauge est ici I’es-
pace des applications de M vers 1’espace projectif quaternionique de dimension
infinie (qui correspondent au fibré P). Dans le cas ou il n’y a que des fibré P
triviaux, e.g. si M = X% ou M = Y3, alors BG = Map(M,HP®) (i.e. on peut
oublier I’indice P).
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35 Conjecture d’Atiyah-Floer :

35.1 Introduction :

Le but de cette section est de tenter une premiere approche a la conjecture d’Atiyah-
Floer.

35.2 Lelieu:

Soit Y une 3-sphére d’homologie entiere munie d’un SU(2)-fibré principal (for-
cément) trivial Py — Y. Donnons-nous un scindement de Heegaard ¥ < Y. On
gonfle X a X x [0, 1] et dés lors on voit Y comme

YZY()IEl(ZX [0’1])|E|Y1
ou Yy et Y| sont des corps a anses. Soit X := Y X R. Il est muni du SU(2)-fibré
principal trivial Py — X donné par Py := Py X R. La 4-variété X se décompose

comme
X=Xy U (2 I]xR) U X
0 SXR ( X [0’ ] X ) SR 1

ou Xp =Yy xRetX;:=Y] XR.

Remarque : La partie £ X [0, 1] du centre de Y est le « ¥ » de la section sur la
décomposition simple de la théorie de Yang-Mills. De méme, le £ X [0, 1] X R du
centre de X est le « X » de la section sur la décomposition double de la théorie de

Yang-Mills.

Avant d’aller plus loin, je dois considérer 1’espace des connexions plates sur X qui
s’étendent a une connexion plate sur Yy (de méme pour Y7).

35.3 Espaces de connexions :

On sait que 0Yy = Z et Y] = Z. Je veux considérer I’ensemble des connexions
plates sur Py qui s’étendent a une connexion plate sur Yy (resp. Y1). Déja, toute
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connexion (plate ou non) sur Py s’étend a une panoplie de connexions sur Py,
(resp. Py,) mais qui ne sont pas forcément plates. Considérons les injections

tso:2>Y) et (g1:2X2>Y]
Elles induisent deux injections :

Lﬁz’o : Py < Py, et Lg1 : Py — Py,

Ces deux dernieres injections induisent deux applications de rappels
(ng’o) Ay, > Ay et (Lﬁz’]) Ay, — Asx

qui sont essentiellement la restriction de connexions a Py. Puisque toute connexion
sur Py peut étre vu comme restriction d’une certaine connexion sur Py, (resp. Py,),

* %
alors les deux applications (Lﬁz’o) et (Lﬂz,l) sont surjectives (mais non injective).

Remarquons que ces deux dernieres applications sont linéaires. A partir d’ici
Jécrirai i = 0, 1 au lieu des cas séparés pour Yy et Y;.

~

Remarquons que I’espace des connexions plates sur Py qui s’étendent a une

%
connexion plate sur Py, est donn€ par I'image de \?{3 par (Lﬁz l.) ,1.e. est

L= (&) () <
On remarque alors un phénonene intéressant : la pré-image de £; par I’application

(Lﬁz,i) est plus grosse que ﬂgf :

Ay e L= ((E)) Loy

En effet, £; peut contenir des connexions qui ne sont pas forcément plates sur
Py, \Px. La question se pose : a quoi ressemble le sous-ensemble L; ?

Définition : Q (Y;; AdPy,) := {t € Q' (Y;; AdPy,)|(12,)*T = tlay, = 0}.

Proposition : Tout élément A € L sécritA=A+7t pour un certain A € ﬂ? et

un certain 7 € Qlyi (Y;; AdPy,).

0
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Preuve : Soit A € f, Par définition de f,-, il existeun A’ € £L; C ﬂg tel que

(Lﬁz,i) (A) = A’. Puisque A’ € £, il existe une connexion plate A € ﬂg telle que

(Lﬂzl.) (A) = A’. Posons % := A — A. On remarque alors que T € Ql(Yi;AdPY[)
doit forcément vérifier :

oy, = (£ )t = (L) (A-2) =) @A) - (L)W= -4=0

Dou T € QéYi (Y;; AdPy,). D’ou le fait que A se décompose comme A + s pour
A€ AY et € Q) (Vi; AdPy,). O

Proposition : Soit A € £;. Alors
1
F; :dAT+§[T/\T]
pour un certain T € Q) (¥;; AdPy,).

Preuve : Soit A € L;. Par la dernire proposition il existe A € ﬂg, et 7 €

Qéy,(Y,-;AdPyi) tels que A = A + 7% En utilisant le fait que F4 = 0, on calcule
directement :

1 1
FA:FA+Tg:FA+dAT+§[T/\T] :dAT+5[T/\T]
O

Remarque : Ce qu’il y a a retenir de cette section : les connexions en £; C Ay
correspondent a des connexions en £; C Ay,. Ainsi, dans la conjecture d’Atiyah-
Floer, je n’ai pas besoin d’avoir une famille de connexions plates sur les Py,, je
peux considérer le cas plus large des connexions en f,

Remarque : Il semble alors pertinent de trouver une fonctionnelle du type Yang-

Mills sur X telle que sur les deux cotés ¥; X R on ait des chemins de connexions
reposant en L;.
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35.4 Courbes J-holomorphes (cas simple canonique) :

Soit (M, w) = (R*", wg) en coordonnées {p1, ..., P> q1s -.r §n} OV W0 = Zl.zfl dp;A
dg;. Soit Jy := l.zfl dp; ® aiqi —dg; ® 6ipi' Alors go( -, ) :=w(-,J-) est donnée

par
2n

80 1= Z dpi ® dp; +dq; ® dg;
i=1

Considérons la fonctionnelle
Somp(@) 1= [ (I, + a1 )ds A
[0,1]xR

Proposition : Les points critiques de Ssymp vérifient Auy = 0 pour k = 1,...,2n
ouu = (uy,...,uz,).

Preuve : Le lagrangien de la fonctionnelle Sgymp est
(s) (1) e 11, (912 (112
L(l/t,l/l ,M ,S,l) - ||I/t ||g0+||u ||g0
Les surfaces u(s, t) se décomposent en coordonnées comme

M(Sa t) = (pl(sa t), SRR pn(s’ t)’ q1 (S’ l)’ RS Cln(sa t))

Les équations d’Euler-Lagrange sont

d ( oL | dfoL)_oL
ds (9pl(:) dr 3pl(:) opi

d(aL d{oL) oL

ds \gg® | dt\gg® )|~ dqk

q, q

pour k € {1,...,n}. On trouve alors directement les égalités suivantes :

p](CS,S) +pl(ct,t) -0
ql((s,s) " ql((t,t) -0
Autrement dit, Auy = 0 pour k =1, ..., 2n. O
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Proposition : Les courbes J-holomorphes sont des points critiques de Sgymp.

Preuve : Soit u : [0, 1] x R — R?" telle que dyu = 0. Ainsi :

0 = 8]5]14

d 7 d d .l d

= |——Jo—||— —|u
ds  Pdr)\as T %
d? J dd J dd .\ d?

= —u-Jp—— —— +—u
ds? Odrds ~ Ydsdr | d2
d? d?

= @M‘F@M

= Au

D’ou Au = 0. D’ot u € crit(Ssymp)- O

Remarque : Les courbes J-holomorphes, i.e. E) qu = 0, sont des cas particuliers
de surfaces harmoniques, i.e. Au = u®* + u®" = 0. Ceci est 2 comparer au fait
que les instantons, i.e. (1 + x)F4 = 0, sont des cas particuliers de connexions de
Yang-Mills, i.e. 64F4 = 0.

Remarque : Ici je n’ai développé que pour (M, w) = (R*",wy). Le cas plus
général avec

Somp(@) 1= [ (WO, + 11, )ds A
[0,1]xR

semble impliquer des dérivées de g, en s et en ¢.
Remarque : Apres avoir infructueusement tenté de calculer directement les points
critiques de Sgymp dansle casu : [0, 1] XR — Ay (i.e. en dimension infinie, affine)

voici une autre méthode. Elle s’agit de voir Sgyy,, comme restriction de Syy a un
sous-ensemble de Ax. Ce que je développe a I’instant.

35.5 Deux espaces restreints :

Notation : Posons

By = As x Q1 (T; AdPs) x Q' (Z; AdPs)
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By = Asx x {0} x {0} c B

Plus haut on a vu I’égalité
Ax ={id:[0,1] xR — Bs}
Suivant cette notation, posons :
Ay ={i:[0,1] xR - B{} c Ay

En particulier, je dirai qu'une connexion A € Ay vérifie la condition (x) si elle
repose en (A, i.e. si elle vérifie ¢ = 0 ety = 0.

Remarque : Di a I’isomorphisme 85, = Ay, on a I'isomorphisme

Ay = {u:[0,1] xR > As}

35.6 Décomposition double restreintes :

Une maniere de relier la théorie de Yang-Mills a celle symplectique est de consi-
dérer les divers résultats de double décomposition en théorie de Yang-Mills et de
lui mettre les deux conditions ¢;; = 0 et ¥, = 0. C’est-a-dire, ¢ = 0, ¢ = 0.
C’est-a-dire, de se restreindre au sous-ensemble &7(3(. Alors que les éléments de
A € Ax se décomposent comme :

A=A+ ghdst +ybdrt

les éléments A € A}, sont simplement de la forme A = A. Tl en découle les
propositions suivantes.

Proposition : Soit A € A,. Alors la forme de courbure se décompose comme :
Fa=F;— (A nds— (A" Adr

Preuve : Il suffit de mettre ¢ = 0 et 4 = 0 dans la double décomposition de la
forme de courbure :

Fa = Fi+(dgls,, o~ (A Ads+(dgls, ,y—(AD)) Adt+ (gD o+ [, y])dsAdt
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O

Proposition : Soit A € A,. Alors la fonctionnelle de Yang-Mills Sy (A, g) 8’y
décompose comme

SYM(A) = Ssymp(As,t’ gs,t) + / SYM2 (As,t, gs,t)ds Adt

[0,1]xR

1 1
‘S'Yl\/[2 (AS,t’ gS,l) = E”FASJHES,I = E(FASJ’ FA”)gs,t

est la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 2 sur Ay et ou

1
Soymp(Ass> &5.1) = 5 /[0 ’ R(||(A§f))ﬁ||§m + ||(A§f,))ﬁ||§s’t)ds/\dt
1] %

est la fonctionnelle d’énergie symplectique pour la surface A ; en As.

Preuve : Il suffit de mettre ¢ = 0 et ¢ = 0 dans la décomposition double de la
fonctionnelle de Yang-Mills :

1
Sym(A) = = / 1Fa 12, ds A de
2 Jio.1xr :

1 N
) / llda,, @sr = (ASDI12, ds A dt
[0,1]xR .

1
+ / Ida, Wos — (A2, ds A di
[0,1]xR '

1
+ / 1) = )+ [pgr w12, ds A di
[0,1]xR

O
Remarque : Autrement dit, la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 4 res-
treinte 8 A, est €gale a la fonctionnelle d’énergie symplectique perturbée par le
terme hamiltonien Yang-Mills en dimension 2.
Proposition : Soit A € A,. Alors I’équation ASD sur F4 se décompose comme :

(Afz))ﬁ + *gs,,(Ag?):t =0 et Fyu,=0
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Preuve : En mettant ¢ = 0 et ¢y = 0 dans la décomposition double
*gs.tFAs,r = ‘105;) - wg,st) - [‘Ps,l» ‘ﬁs,t]

Koo (das, s = (A)) = day s = (AL

de I’équation ASD *,F4 = —F, on trouve les deux €galités suivantes :

*o Fa, =0 et =g, ((AL)) = =(alD)y
C’est-a-dire, on trouve :
Fa, =0 et (AQ))y+%g, (A]))5=0

O

Remarque : L’équation ASD doublement décomposée pour ¢ = 0 et ¢y = 0 est
précisément 1’équation CR de connexions plates :

$ 4 gul) et Fa, =0

0= afs,ruSJ = us, st

ou J; = *g,w et ol us; = Ay;. Ainsi, Pour ¢ = O ety = 0, il y a une bijection
entre les instantons et les courbes pseudo-holomorphes de connexions plates ! Ce
qui est le Saint-Graal de la conjecture d’Atiyah-Floer! Tout le défi revient alors a
construire une bijection ASD <-> CR plat pour ¢ et ¢ non nuls.

Proposition : L’équation de Yang-Mills 64 F4 = 0 se décompose sous les condi-
tions ¢ = 0 ety = 0 en les trois égalités suivantes :
d d
0=0a.,Fa.+3; (*gs,l(AE,sz))ﬁ) t (*gs,,(AEft) )ﬁ)
0=6a,,(A);
0= 6, (AL
pour (s,1) € [0, 1] X R.
Preuve : On a vu que la double décomposition de la courbure F4 sous la condition

(%) est:
Fa=F;— (A nds— (A Adr
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On calcule d’abord ceci :

0 OalxFa

Salx (F/i — (A9), nds — (AD), A dt)

SalxFiz—0dalx ((A(S))ﬁ A dS) - dalx ((A(t))ﬁ A dl)

Souvenons-nous que 6, = (=1)™++1 3 dx pour s¢ = 1. Donc, pour toute 2-forme
asur X*ona Ogar = —xgdxg . Ici, Fy, (A(S))ﬁ Ads et (A(’))ﬁ A dt sont 2-formes,
i.e. k = 2, sur un espace de dimension n = 4 ou s, = 1. On trouve alors :

0= — kg dalx %g Fi +*gdalx *g ((A“))ﬁ A ds) +gdaly *g ((Am)ﬁ A dt)

Pour toute k-forme a € QX(X) sans ds ni df sous les mémes conditions dim X =
n=4etsg =1, on ales quatre égalités suivantes de double de décomposition de
ko

*ea = (¥ga) Ads Adt

*g (@ Ads) = (=1)* (kza) A dt
xg(a Adt) = (=1)"(kza) Ads

*g(a Ads Adr) = %z
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En utilisant ces égalités ainsi que 64 = (—1)"k*"+1 *odskx, pour s, = 1, on trouve :

0

— g daly *g F +%odaly %g ((/W)jit A ds) +gdax % ((AU))ﬁ A dt)

— xg dalx (*zFz A ds Adt) — %gdalx (*g(A(s))ﬁ A dt) +kodalx (*g(A(’))ﬁ A ds)
*o ((dilz,, *3 Fi) Ads Adr)

— g (dA|Z” xz (AD)y A dt — g (ds A — %z (A<S>)ﬁ) A dt)

+ % (dg|zs,, *g (AD), /\ds +*g (dt/\ *g(A@)ﬁ) /\ds)

— g dzls,, %z Fj

d
ds
d

+(*gdA|2 *z (A(*))ﬂ)/\ds+* ( * (A(S))ﬁ)/\ds/\dt)

= 6A|2s,rFA
~ d .
— (6A|Z”(A(S))ﬁ) Ads + *ga (*g(A(S))ﬁ)

- (Mlzs,,(fi(”)ﬁ) A dr + *g% (*g(A(t))ﬁ)

d P d i
Olz, Fa+xags (*g(A(s))ﬁ) Trey; (*é(A(’))ﬁ)

- (5 A|2S’,(A<S>)ﬁ) Ads — (5 A|Z‘Y,,(A<’>)ﬁ) A di

Ce qui implique les trois égalités suivantes :
0= 851y, Fi+ %g (%3(A® 9 (xp (A0
=04l A+*§£ *g (A7) +*g5 *z(A)y

0=0zls,,(AD)y
0=304ls,, (A"

En tirant les quatre égalités trouvées a X, on trouve alors les trois égalités suivantes :

0= 64,,Fa,, +di(*g”( D)+ < (*gu(A(’))ﬁ)
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0= 64, (A%
0=64,, (A

O

Proposition : Soit A, une famille a 2-parametres de connexions sur Py. Alors :

(¥

#
A

()
)

(FAs,t)(S) (A(S))ﬁ
(Fa, )" = da,, (AD);
Preuve : Il suffit de démontrer la premiére égalité sur Py. On calcule directement :
d
—F
ds™ Ass
d

1
& (dAs,t + E [As,l A As,l]

dal) + %d%[ASJ A Ayl

dal) + %[Ag;? A Ayl + %[As,, A AL
dAY) + [Ag, A AU

dAs’lAfc,Sr)

O

Proposition : Les familles de connexions CR plates, i.e. d I Asy =0etFa , =0,
vérifient les trois égalités de la double décomposition de 1’équation de YM sous
les conditions ¢ =0 ety = 0.

Preuve : Soit A;; une famille de connexions CR plates, i.e. EJNASJ =0et
Fa,, = 0. L’équation CR se reformule sur la base comme :

D’ot les deux égalités

(AS))g + K, (AL =0

Hgo, (A = —(AL)),
*go (A = (A1),
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La premiere égalité a vérifier est vérifiée :

6As,<0>+i(< “))) < ()

0

Sa,, Fa,, +di(*g”(A(S))ﬁ) (*gb,(A(t))ﬁ)

La seconde égalité a vérifier est vérifiée :
Sa, (A = — g, day, *g,, (AD))

= — g, dy, (A,

= T ke (FAs,z)(t)

= — kg, (0)(0

=0

La troisieéme a vérifier est vérifiée :
Sac (A = =g, dag, Koy, (AL
= kg, da,, ,(A(S))ﬁ
= Ko (FAs,t)(S)

= *gs,t (O)(S)
=0

Remarque : En posant H := SYMz, Usy = Agyy Jsp = g ,» 'équation

d

ds (*gsz(A(s))ﬁ) (*gs ,(A([))ﬁ) +0a,,Fa,, =0

est la version théorie de jauge de I’ equation de « surfaces harmoniques perturbées
par un terme hamiltonien » :

d d d d
g E — Iy —uy VH)|,.. =
ds (J’tdsu’t)-'-dt (J’tdtu’[)-'-( Nue, =0

Cette équation semble étre I’équation d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle d’éner-
gie symplectique perturbée par un terme hamiltonien

1 |
Soymp (1) = 5 /[ s (el + 1 el + H s ) ds A
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pour surfaces u dans une variété symplectique affine de dimension infinie. En
particulier, on pourrait poser une sorte de « laplacien »

d d d d
D) i= gy (e )+ [, )
défini sur ’espace des surfaces u : [0,1] Xx R — As. L’équation qui nous in-
téresserait serait alors celle de « surfaces harmoniques perturbées » pour notre
laplacien Ay ;.
As,tus,t + (VH)lus,, =0

35.7 Aire symplectique et classe de Pontrjagin :

Proposition : La restriction de la fonctionnelle de Yang-Mills Sy« a Ay N A
est égale a I’aire symplectique de bandes en As.

Preuve : Soit A € A} N A}, Par une proposition plus haut, puisque A € A/, on
a:

SYM2 (A) = Ssymp(As,t, gs,[) + ‘/[ ] SYM2 (As,[, gsJ)dS AN dt
0,1]xR

Ensuite, puisque A € &Zl;( N Ay, la surface A, est CR, i.e. *g,s,l Ai‘f} = Agft,

et plate, i.e. Fa,, = 0. La nullit€¢ de la courbure de A, implique directement
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Symz(As,z» &s,) = 0. Ainsi :

SYM2 (A) = SSymp(AS,t’ gS,[) + ‘/[vo 1] = SYM2 (ASJ’ gsJ)dS /\ dt
,1]1X
1
= 5[ (AR, AR, Jasnare [ o)ds nar
[0 1]xR [0,1]xR
1 \) )
= 5 / / (ALS)) A g, (AD))s + / (AL A¢ *g“(Ang)ﬁ) ds A dr
[0,1]xR \J/x p)
1 ) K K S
=5 L (L - @ @) o na
[0,1]xR \Jx p)
1 S K N K
=5 L (s @l [l aly)asnar
[0,1]xR \Jx p)
- /[0 - (/Z(Agfﬁ)ﬁ K (Aﬁf})ﬁ) ds Adr
- / w(AY), Ayds A dr
[0,1]xR ' '
o
[0,1]xR
La fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 4 restreinte a A’ N A}, est donc
égale a I’aire symplectique de bandes. O

-> [Jaire symplectique est un invariant topologique (car aire sympl. = Pontrjagin
qui est un invariant topologique dépendant des conditions aux bords de A, etc.).

->Syme lorsque restreinte a A, est €gale a quelque chose comme la classe de Pon-
trjagin, i.e. un invariant de fibré. Ainsi, quand on se restreint de plus a A’ la classe

de Pontrjagin est égale i I’aire symplectique... A CREUSER D’AVANTAGE ! ! !

TO DO : poser la classe de Pontrjagin par Chern-Weil etc. Relier ca a YM. Enfin,
relier ¢a a aire symplectique. TO DO !'!!

EN FAIT : Ici tout est mélangé, aire symplectique, YM, Pontrjagin, etc., faire le
ménage, mettre ¢a au clair, c’est un fouillis.
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35.8 Résumé de ce qu’on vient de voir :

En résumé, qu’a-t-on vu dans cette section ? D’abord, on a la bijection
Ay ={u:[0,1] xR — As}

Ensuite (en oubliant les conditions aux bords), on a une bijection entre ﬂ% NA et
les courbes (i.e. surfaces) A;; pseudo-holomorphe plates en As. Ensuite, sous la
condition ¢ = 0 et ¢ = 0, la fonctionnelle de Yang-Mills en dimension 4 est égale
a la fonctionnelle d’énergie symplectique perturbée par I’hamiltonien Yang-Mills
en dimension 2. Enfin, pour A € A} N Ay, la classe de Pontrjagin est €gale a
I’aire symplectique (revenir la-dessus, avec conditions aux bords, etc.).

Question : Pourrions-nous avoir une application moment y : Ay X ... — ... telle
que u~'(0) est précisément Ay sous condition (*)? Cette application moment
correspondrait a I’action de G ou Gy sur le triple (Asy, @51, Yst)-

Remarque : Maintenant que j’ai une correspondance bijective entre ASD et CR
plat pour ¢ = 0 et ¢y = 0, il reste a construire une bijection ASD et CR plat pour
¢ et ¢ non nuls. Il me semble que ca doit passer par le flot gradient descendant de
nos fonctionnelles (Yang-Mills et symplectique).

Remarque : L’équation YM 04F4 = O restreinte a A € A} implique trois
équations dont A, A, + 5& ,Ff‘ = 0. De méme, I’équation ASD x,F = —Fy
restreinte a A € A, implique Fu , = 0 et d Js..Asy = 0. Il m’aurait semblé qu’on
aurait plutdt obtenu quelque chose comme une perturbation hamiltonienne de
surfaces pseudo-holomorphes du type du = VH|,. Ce qui n’est pas le cas. Bref, la

perturbation hamiltonienne n’est que pour la surface harmonique et ne se trouve
pas dans 1’équation de surfaces pseudo-holomorphe.

35.9 Double décomposition du gradient de YM* :

Proposition : Soit

Ay = A+ hdst 4yl
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un chemin de connexions en Ay. Il lui correspond un chemin de surfaces

ﬂs,t,/l = (As,t,/l’ Ds t.1s ws,t,/l)

Le chemin A, est une courbe intégrale du gradient descendant de Syyu, i.€.

%A 1= 5& Fi , si et seulement si le chemin de surfaces i, vérifie les trois
équations suivantes :

(A( /l)ﬁ = _6As,t,/lFAs,t,/l
d
- [(;Ds,t/l’ dAS,M(;DS,I,/I - (A_Eft),/l)ﬁ] + *gs,td_ *gs,z (dAs,t,/l‘pS,t,/l (A( )ﬁ)

d
- [l//s,t,/l’ dAS,,,,lly[/s,t,/l (A(t, /l)ﬁ:l + *ga ' d *gs ' (d:‘h ‘ /{ws A~ ( Etz)/l)ﬂ)

A
SOg,t),/l = 6Ast/1( t/l)ﬁ _AAél,l()Ost/l
d
- *gs,t dr g; t (lllgst),i - ig,ﬂ + [()Ds,t,/b l//s,t,/l])

— [Vs,t.05 %I/Est)l - (;?’,1 + (@505 Ysial

A
w_gyt?/l = v t,A (A( 1, A)ﬁ AAV t, ,lws,l‘,/l
d
+ *gs,t ds g; t (’/’E?,l - g,)ﬁ + [‘PS,Z,/l’ '/’s,t,/l])
(s) (t)

Ps,t,A5 lf/jst/l Pt + [()Os,t,/l, ws,t,/l]

ouici Aa,, , = 0a,,,da,,, est Popérateur de Laplace-de Rham covariant sur les
sections du fibré AdPs.

Preuve : Soit A, une courbe intégrale du gradient descendant de la fonctionnelle
de Yang-Mills en dimension 4 :

d PR
TA1 =04, Fi,
Puisque
d d. d gy
A= —A + —ofdst + —yfd
R R P R Y R 2 Sl ’”ﬂ
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il suit sur la base X que
(A(’U) - (A(ﬂ)) + S0(/1)(13 +zpu)dt
L’équation du gradient descendant (A(/l))ﬁ = —04,F4, devient alors :
(A + o Vds +y'Vdr = 54, Fa,

En utilisant la double décomposition de § 4 F4 obtenue un peu plus haut on obtient
la double décomposition de =64 F4 :

—0alxFa
= —04ls,,Fi

’ . 1 y

~|#-dilse - (A(‘))ﬁ] g%z (dgls, 0 = (AV)y)
) ) . )

_ »lﬂ,dﬂﬁs,,‘ﬁ - (A([))ﬁ] + *gE xg (dgls, ¥ - (A(t))ﬁ)

- d
+ =0 ks, (dalze, 0 = (A = wemwg W =+ [ ) = |00 = 0 + [, w]]) ds

i d
+=64ls,. (djls, ¥ — (AD)y) + *g 3= *e W — oW + [, ¢]) + [so, p — o + [, w]]) dr

On trouve alors :

(AD), + oW ds +yWar
= —0a,lxFa,
= —0z,ls,.,Fx,
7 (s) d 7 (s)
[9% dz Iz, 01— (A} )ﬁ] +xgg *g (dg,lz, 00 - (A7)
d

[l’[/ dA/1|Zs zw/l (A( ))ﬁ] + *gd *g (dA,1|Zs zw/l (A(t))ﬁ)

~ (04,15 @a Is. 00 = (AD)p) ds

(* *g (l/’(s) ([) + [oa¥a]) + [l/u W(S) ([) + [¢a, l/m]])
6 |Zs t(dA,1|Zst A~ (A([))ﬁ)) dr

+ (* *g (lﬁ(s) (t) + [oa,¥a]) + [s%lﬁ(s) (t) [Wﬂh]])
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D’ou les trois égalités suivantes :
T
(A = =645, Fx,
~onds s, 00— AD)] + %2 (15,00 — (A))
(p/l’ A/l Zs’t‘p/l A ﬁ gds 14 A/l ZS,YQOA A ﬁ

~ d _
- [‘/’ﬂ’ dz ¥ = (Aﬁt))ﬁ] kg xg (dglx0a - (A7)

oV = 65 s, (ds Is,, 00— (A1)
d
g 3k W =6+ L) = [wa ol = ¢+ Tea |
vV = =65 Ix,, (dg I, W1 — (AV)p)

d
g g W =) + o i) + [en v - o) + [ wal|
Ces trois équations se réécrivent sur £ comme :

(A(/l)/[)ﬁ = —0a,,.Fa

s,t,A s,t,A4

d
- I:QDS,t/b dAS,[,lSDS,l‘,/l - (A_E:g[)/l)ﬁ:l + *gs,td_ *gs,[ (dAs,t,/lSOS,tv/l - (Ag‘ft),/l)ﬁ)

d
- [‘//s,t,/l’ dAS,,,/ﬁﬁs,t,/l (A([, ,l)ﬁ] + *gs ' d *gs ' (dAs t Aws A~ ( fvtz)ﬂ)ﬁ)

A
oW = 6, (AY) D)y = 6a,,,da, Psin

d
— X E K (lﬁis,)ﬂ - 9053,/1 + [‘;Ds,t,/b lﬁs,t,/l])

wst/l’ wst/l - 23/1 + [()Ds,t,/la lﬁs,t,/l]

A
wi,t?ﬂ 6As t, /l( 5.t /l)ﬁ 5As,t,/l dAs,t,/l lps,t,/l

d
+ *gs,t d_ *gs t (wfvi‘),/l - "pifl),l + [QOS,I,/l’ ’7[15,[,/1])
(s) (r)

st oW =Pt (@505 sl

En remarquant que 64, ,da,,, est opérateur de Laplace-de Rham covariant
Ay, , sur les sections du fibré AdPy, on trouve les €quations recherchées. m]
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35.10 Gradient descendant de YM?* sur A, :

Remarque : On vient de calculer la double décomposition du gradient de Sy .
On peut alors I’évaluer au temps 4 = 0 pour certaines conditions initiales. Par
exemple : que vaut le gradient descendant de Sy, + sous conditions initiales i ;o =
(As.1.0, 9510, Ws.r0) pour Ag ;o pseudo-holomorphe plat et ¢ ;0 = Y0 = 0? Nul
besoin de calculer pour connaitre la réponse : les A, ; CR plat avec ¢, = 5, =0
correspondent a des instantons, i.e. des points critiques de Sy, 1.€. des points
fixes du flot de Yang-Mills. Ainsi, le gradient de Yang-Mills est nul sur Ay N A .
Maintenant : que vaut le gradient descendant de Sy sur A ?

Proposition : Le gradient descendant de Sy)4 en la condition initiale ;0 =
(As.10,0,0) est donné par :

A(/l) = —éﬁ FJ;i - As,tAS,t,O

5,2,0 5,000 Asr,0

@y (5)
Py 1,0 6ASJ,0 (Asft,O)ﬁ

()
6ASJ,0 (As,t,O)ﬁ

Preuve : 1l suffit de mettre ¢, 0 = ;0 = 0 dans la double décomposition du
gradient descendant de Yang-Mills de la derniere section. O

<
v o~
-~
>
(e}

|

Remarque : Méme si dans nos conditions initiales on a ¢;; o et ¥, nuls, le
gradient descendant de Sy, les fera évoluer vers des valeurs non nulles.

35.11 Gradient descendant de YM* sur pour CR plat :

Remarque : Jusqu’ici j’ai regardé€ le gradient descendant de Sy« pour conditions
initiales en Ay, N A, i.e. CR plat avec ¢ = ¢ = 0, puis pour A}, i.e. ¢ = ¢ = 0.
Considérons ici le cas ou As;o est CR plat mais ou ¢, 0 et ¥ .0 ne sont pas
forcément nuls.

Proposition : Prenons pour conditions initiales ;o ou A, est CR plate et ol
©5.1,0 €t Y1 0 ne sont pas forcément nulles. Alors, le gradient descendant de Sy
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en ces conditions initiales est donné par :

TO DO : regarder le gradient descendant de Yang-Mills pour la condition initiale
ou @0 et Yy 0 ne sont pas forcément nuls mais ou A, o est CR plat!

remarque : quand je veux une correspondance ASD et CR plat, je n’ai pas besoin
d’avoir ¢ et ¢ nuls! En fait, ils peuvent étre ce qu’on veut! Je ne prends que la
valeur de u en ii. Il y aurait moyen de considérer la projection g, : 8 — Ay etc.
et ce qui m’importe est u = 7wz, ().
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36 Flot de Yang-Mills :

36.1 Introduction :

Le but de cette section est de relier les instantons en Ax a des courbes pseudo-
holomorphes en As, pour X = X x [0, 1] X R.

L’idée est la suivante : on considere deux fonctionnelles sur Ay. Une est I’énergie
symplectique. Ses points critiques sont des courbes pseudo-holomoprhes. L autre
est la fonctionnelle de Yang-Mills décomposée. Ses points critiques sont des
connexions de Yang-Mills. L’idée pour relier les instantons aux courbes pseudo-
holomorphes, est de laisser couler les points critiques d’une fonctionnelle sous le
flot gradient de I’autre fonctionnelle. Ainsi, un instanton glissera vers une courbe
pseudo-holomorphe et, inversement, une courbe pseudo-holomorphe glissera vers
un instanton.

Une autre maniere serait de considérer le cobordisme crit(S, ) entre les ensembles

crit(Sp) et crit(Sy) des deux fonctionnelles Sy et Sy reliées par la famille de
fonctionnelles S, := 0S| + (1 — 0)Sp pour o € [0, 1].

36.2 Energie symplectique :

Ici : poser la fonctionnelle d’énergie symplectique. Montrer que ses points cri-
tiques sont des courbes pseudo-holomorphes. Puis regarder le flot gradient de la
fonctionnelle d’énergie symplectique.

36.3 Energie symplectique :

Correspondances ASD <-> CR et YM <-> Harmonique, i.e.
*gFA =-Fy e 5]14 =0

5AFA=0<—>AIA=O
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ie.
{A e Ax| %y Fg=—-Fa} C{A € Ax|6aFa =0}

doit correspondre a _
{u|dyu = 0} C {u|Au =0}

Les fonctionnelles sont YM et sont /(llu(s)||§ + ||u(t)||§)ds A dt.

Quand je veux faire couler # CR a un A ASD, je dois faire attention a ce qu’il
n’atterrisse pas a une connexion de YM qui n’est pas un instanton. De méme, si je
veux faire couler A ASD a un u CR, je dois faire attention a ce qu’il n’atterrisse
pas a une surface harmonique Au = 0 qui n’est pas CR.

Lidée est de prendre So(A) = Sym(A) et S1(@) := [(|lu®]12 + lu®|12)ds A dt.
Ainsi on a deux fonctionnelles. Les points critiques de So sont les 64 F4 = 0 ayant
pour sous-ensemble les x,F4 = —F,. Les points critiques de Sy sont les Au = 0
ayant pour sous-ensemble les 81 = 0. Je veux interpoler entre les points critiques
de Sp et ceux de S;. L'idée est de considérer les points critiques crit(S,) de la

famille de fonctions
So =08 +(1 —O')S()

pour o € [0, 1]. Remarquons que ¢a donne un cobordisme entre les points critiques
de Sp et ceux de S;. Pour avoir une bijection entre les points critiques de Sy et
ceux de S il suffit de montrer que c’est le cobordisme identité. Sinon, je dois
étudier la forme du cobordisme via la théorie de Morse (via une fonction hauteur
o Ax x[0,1] - R; (A, o) — o ou o dénote la fonction et le point en [0, 1]).

C’est une approche possible. L’ autre approche est de faire couler crit(Sp) a crit(Sy)
via —VS§|, et inversement, faire couler crit(S7) a crit(Sp) via —VSj.

Les conditions aux bords lagrangiennes sont dans les feuilles. A mettre a I’ordi.
Question : Les instantons ¢’est des minimum locaux ou globaux de Sy (A)?

Les minimums globaux c’est les connexions plates. Les instantons c’est donc
des minimums locaux (comparativement aux connexions de YM génériques qui
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semblent étre des points de selles 7). Attention : les pts. crit. de Sym ne sont pas
isolés, Sym n’est pas Morse, etc... on doit quotienter par le gr. de jauge G. TO
DO!!!

Remarque : Le point clé pour faire couler une surface J-holomorphe en My a
surface J-holomorphe en Mg via flot de YM? est que les seuls points critiques
de Sym en dimension 2 sont les connexions plates (toujours avec SU(2)). En
effet, les connexions de YM vérifient 64 F4 = 0. Mais sur le lieu irréductible on
aody: Q% — le qui est injectif. Donc c’est nul ssi F4 = 0. Bref, a part ce qui
est réductible, ¢a devrait couler jusqu’a Mg. EN FAIT CE QUE JE VIENS DE
DIRE EST FAUX!!! (je ne sais plus pourquoi, retrouver ¢a dans mes feuilles et
discussions avec J. Hurtubise).
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37 Calculs brouillons :

37.1 Introduction :

Icic’est juste des calculs brouillons. Des fois, quand les équations sont trop longues,
LaTeX est plus efficace au copy/paste qu’a la main.

37.2 Calcul 1 type Kaluza-Klein (2019-05-22) :

Sur R*, coord. (x"). On considére une métrique :

h* — A¥A; pouri=0, j=0

A pouri =0, j#0
8ij = A; pouri #0, j=0
—&ij pouri #0, j#0

On suppose tout indépendant du temps x° = ct. Métrique inverse :

h2 pouri=0, j=0
oA pouri=0, j#0
8 h2 A pouri#0, j=0

3 4+ h2ATAT pouri#0, j#0

Soit ||A||§ = §UA;A; = AXAy. Soit F;; := 8;A;—08;A;. Les symboles de Christoffel
I“l.kj de g sont, pouri # 0, j # 0, k # 0, donnés par :

1
Iy, = —Amamln(h)+§h‘2Am@m||A||§
e = 8l-ln(h)—1h‘26,~||A||%+1h‘2A’”F,~m

i0 2 & 2

1 _ 1 5,
rgj = c%-ln(h)—ih 26j||A||§+§h 2A"F
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1

Iy 5h-z(a,-A j+0jA) — R AT,

) 1. B L _
Tl = 8 houh = 38" 0| AI2 = h™ A A" G+ SHT2 AR A7 5, | A

— 1 _ 1~ 1 _

1 1 1
k k-1 -2 4k 2 ~km 2 4k gm

1 i 3
I = Sh2AN@A; +0;A) + T — 2 ARA, T

Calcul de la courbure de Ricci. On a :

0 k k 0 0 010
Rij = —0ilip+ Z(akrij = 0;i) + T30 = Tl
k#0
0 -k 0 1k k 10 k -0
+ Z(Fijrko — o+ TiTox = Tiol )
k0
I -k I Tk
+ Z (I — Fikrjl)
k170
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Lalasommeestsurk #0,/ # 0.

Roo
_ k 0 -k 0 -k Ik | 1k
= T + Tl ko = TorT o0 + ool s — Toxlos

1 1
= O |5 ho, h—ig"ma A7 - AkA’”amln(h)+ih‘zAkA’"amHAllg)

+

1
~A™3,, In(h) + —h‘zA’"ﬁmllAllé)

1 1
AR In(h) - —h PARON|ALl - ~’<"F,m+ S 2AK ATy )

A In(h) — Eh‘28k||A||§ + 5h—ZA"F,m)
1 1
g hd,h - EgkmamnAng — AKA™8,, In(h) + 5h—zAkAmamnA||)
1 1
3" hd,h — 5g’ma,,,||A||§ —A'A"8,, In(h) + Eh-%ax’,ﬁxma,,,||A||§)
1 - - - m
5h 2AK (O A+ 01 AL) + T, = h ZAkAkal)

1 1 1
Aldy In(h) - S PANO A% - ~1"Fkn+ S 2A! A”Fk,,)

1 1 1
A*8, In(h) - 5 2ARO|AllZ - ~k'"F,m+ 5 2AKAM Fy )

Pour simplifier la notation, posons :

B; := 8| Al
C; :=0;In(h)
IVghl3 := & (0kh) (Omh)
D; = A™F,,
E = Akcy
G = A*By
H = A*D,
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Alors :

Roo

= (O8I Co 4 I3l + 80k ) ~ 3 (") By~ 38" (01By)
—(OAME — AR (8 A™)Cpy — AXA™ (8 Cyy)
—h?EA"B,, + %h‘z(akAk)AmBm + %h‘zAk (0kA™) By + %h‘zA"Am(akBm)

+

1
—E+-h"2A™B,,
Ty

1 1 1
E- Eh—zA"Bk - 5g"”Fkn + Eh—zA"Dk)

1 1

Cy— =h™Br+=h>D

k=5 k+ 5 k)
1 1

gmn*c,, - Egk’"B,,, —AYE + Eh‘zAkAmBm)

1 1
g'"mn*c,, - 5~””Bm -A'E+ zh—2A’AmBm)

1 1 8 . .
5h 2AROL AL + Sh 2ARO A+ K — 2A’<Amr‘,d)
Alcy - lh‘zAlBk - lg’”Fk + lh‘zAle

2 2 "2

1 1 1
AkCy - 5h—zAkBl — zg"mFlm + Eh—zAkDI)
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On trouve donc :

Roo

= (G WCo+ VI + 87 (ko) ~ 5D B~ 58" (1B)
— (0 AV E — AK(8,A™)C,y — AKA™ (81 Cp)
~h2EG + %h‘z((?kAk)G + %h‘zAk((?kAm)Bm + %h‘zAkAm(akBm)

1 1 1
—E*>+-h?EG + ~Eg"F;, — —Eh’H

2 2 2

1 1 1 1

—h2EG - -h*A*B,G — ~h 28" F,,G + ~h*HG
3 4 A A

1 1

_thkkaCm + EgkkaBm + E2 - Eh_2EG

1 1 1 1
+§gk’”cm3k - Zh_zgk”’BmBk - Eh‘zEG + Zh“‘Gz

[ 1 5k | 1 4
——gkmc D+ -h725""B. D, + ~h 2EH — -h™*GH

2 krgh 8 k™3 4

1 1
+(g"™n*c,, - 54'"3,,, - A'E + 5h—ZAIG)

1 1 - i

Eh‘zAkakA, + Eh-ZA’fa,Ak +TF - h-ZAkAmr,'g;)
[ 1 =24l 1~ln 1 =24l

+—ACk+§h ABk+§g Fkn_ih A'Dy

1 1 1
Akcy - 5h—2A’<B, — =g, + —h‘zAkD,)

2 2
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Donc :

Roo
3 N 1. 1.

(08" V> Co + 1V h17 + & h(DkOnh) = 5 (k& ™) B = 58" (9 Bm)
—(AME — AR (8, A™)C, — AFA™ (8, Cy)

1 1 1
+§h‘2(6kAk)G + 5h—ZA"(akA’")Bm + Eh—zAkAm(akBm)

1 1
+=Eg""Fi, — ~h2Gg"" Fy, — W25 CrCpp + " Ci B — h2EG

2 4

1 1 1
—Zh—Zg"mBmBk - 5gk’"cka + Zh—zgkmBka

1 1 i i

+(@"™n2C,,) - (Eh‘zAkakAl + Eh—2A’<a,Ak +15, - h—zAkAmr,’;;)

1 1 1 i 8
+(§g’mBm) - (—Eh‘zAkakA, - Eh‘zAkalAk -+ h‘zAkAmF,Tl)

1 1 N i

+(A'E) - (—Eh‘zAké)kAl - Eh—2Aka,Ak - T+ h—ZAkAmr,’f,)

1 =24l 1 =2 Ak 1 =2 Ak ok =2 2k m
+(§h A G) . Eh A"OLA; + Eh A"O1Ay + Fkl —h™A Akal

1

1 1
+ (—A’Ck + Eh‘zA’Bk + 5gl"Fkn - 5h-zA’Dk)

1 1 1
, (AkCl - 5h—2A’<B, - Eg"mFlm + 5h—zA"D,)
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Donc :
Roo
. N 1. 1.
= (0" Co +|IVhlz + & h(Dknh) = 5 (98" B = 58" (94 Bm)
—(AME — AR (8, A™)C, — AKA™ (8K Cy)
1 1 1
+§h‘2(6kA")G + Eh‘zAk(akAm)Bm + 5h—2A’<Am(akzrsm)

1 1
+—Eg""Fi, — ~h2Gg"" Fy,y — W28*"CiCyp + 8" Cy B,y — h2EG

2 4

1 1 1
——h2g"" B, By — =§""C,Dy + ~h2g*" B,, Dy,

4 2 4

1 1 3 .
+§Ak(akA,)gl"1cm + 5A’<(<9,Ak)gl'"cm +T5,8"mh*C,y — A* A, T 8™,y

1 _ 1 _ 1oy [ -
— WA O AN By — T h AN (D1AG " B = S T3, " B + S h ™2 AR AT 8" By

~h2ARA (O ADE - AT} E + 2 AYAT A, T E
1 1 " 1 N
+§h‘4AkAl (0kA)G + Eh‘2AlF’k‘lG - 5h—“A’%’Amr,';;G

1 1 1
+ (—A’ Cy + Eh‘zAlBk + 5g’”Fk,, - Eh—zAle)

1 1 1
. (AkCl - Eh_zAkBl - EgkmFlm + Eh_zAle)
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Donc :
Roo
. N 1. 1.
= (0" Co +|IVhlz + & h(Dknh) = 5 (98" B = 58" (94 Bm)
—(AME — AR (8, A™)C, — AKA™ (8K Cy)
1 1 1
+§h‘2(6kA")G + Eh‘zAk(akAm)Bm + 5h—2A’<Am(akzrsm)

1 1
+—Eg""Fi, — ~h2Gg"" Fy,y — W28*"CiCyp + 8" Cy B,y — h2EG

2 4

1 1 1
——h2g"" B, By — =§""C,Dy + ~h2g*" B,, Dy,

4 2 4

1 1 3 .
+§Ak(akA,)gl"1cm + 5A’<(<9,Ak)gl'"cm +T5,8"mh*C,y — A* A, T 8™,y

1 _ 1 _ 1oy [ -
— WA O AN By — T h AN (D1AG " B = S T3, " B + S h ™2 AR AT 8" By

~h2ARA (O ADE - AT} E + 2 AYAT A, T E
1 1 " 1 N
+§h‘4AkAl (0kA)G + Eh‘2AlF’k‘lG - 5h—“A’%’Amr,';;G

1 1 1
+-E*+ 5h—ZEG +=3""D,, C) — Eh‘ZEH

2
FLEG - Lptgr - 1h‘2gk’"BkD + LimteH
2 4 4 "4

1 1 5 | — | ~]
+=8"CiDy — —=h™"g" B Dy — =§""§" FiFin + =0 °D,D;g"
2g l 2 8 Dj 4g 8 'imlk I 18

1 1 1 1
——h?EH+-h"*GH+~-h"%""D, D\ — ~h™*H?
2 4 4" 8 KT q
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Donc :
Roo
. N 1. 1.
= (0" Co +|IVhlz + & h(Dknh) = 5 (98" B = 58" (94 Bm)
—(AME — AR (8, A™)C, — AKA™ (8K Cy)
1 1 1
+§h‘2(6kA")G + Eh‘zAk(akAm)Bm + 5h—2A’<Am(akzrsm)

1 1
+—Eg""Fi, — ~h2Gg"" Fy,y — W28*"CiCyp + 8" Cy B,y — h2EG

2 4

1 1 1
——h2g"" B, By — =§""C,Dy + ~h2g*" B,, Dy,

4 2 4

1 1 3 .
+§Ak(akA,)gl"1cm + 5A’<(<9,Ak)gl'"cm +T5,8"mh*C,y — A* A, T 8™,y

1 _ 1 _ 1oy [ -
— WA O AN By — T h AN (D1AG " B = S T3, " B + S h ™2 AR AT 8" By

~h2ARA (O ADE - AT} E + 2 AYAT A, T E
1 1 " 1 N
+§h‘4AkAl (0kA)G + Eh‘2AlF’k‘lG - 5h—“A’%’Amr,';;G

1 1
-E?>+h%EG + 3"D,,Cy — h?EH - Zh‘4G2 -3

| — | | )
——g"M " Fi, +—=h "D,D;— -h""H
48 8 I'imlk 3 8 I 1

1
2§k B.D,, + 5h‘“GH
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En utilisant g/ symétrique et F; ; antisymétrique on a g F; 7 =0.Donc :
Roo
~ - I, . 1.
= (0" Co +|IVhlz + & h(Dknh) = 5 (98" B = 58" (94 Bm)
~(Og")AE — 8 (ADE — (98" A*AICy = §™ AX (0 AN Cr = ACA™ (0Cip)
1 _ . 1 5. 1 _ om
+>h (08" AIG + >h 22" (0 ADG + >h 208" A A By,

1 1
+§h‘2g’"1Ak(6kA,)Bm + 5h-ZAkAM(akBm)

1

1 1 N 3
+5Ak(akA,)glmcm + EA" (01AK) & Cy + L5, 8™ H2C,y — AX AT E™Cy
1 1

- ~lm =2 ~Im g ~lm 1 - ~m ~lm
~ h AN O ANG " By — 17" AN AL) By — 5T B+ S h AR AL TR,

~h2AYAN O ADE - AT E + 2 AYATA, T E
1 1 " 1 i
+§h‘4A"Al (0kANG + 5h—zAlrflG - Eh—“A"A’Amr,T,G

1 1 1 1
_E2 4 zgk’" D,,Ci — h2EH — Zh“‘Gz - Zh‘zgk’”BkDm + Eh—“GH
1 5. 1 _ |
+§h zglnDnDl_Zh 4H2_ngmglnFlkan
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